Franciszek A. Szczotka /Warszawa/

PODSTAWY ANALIZY CZYNNIKOWEJ
1. Wstep

Metoda ilo$ciowego opisu zjawisk przyrodniczych okasaia
sie metoda niezmiernie przydatng. Ma to swoje uzasadnienie
przede wszystkim w tym, Ze opis ilosciowy jest sprawdzalny 1
przekazywalny., Podstawg takiego opisu sg pomiary okreslonych
wielkosci lub pomiary nasilenia wystgpowania niektérych wita-
éciwodci. Mierzone wlasciwosci nazywamy cechami wielkosciowy-
mi., Zwykle zjawiska przyrodnicze sg tak bardzo zlozone,ze ich
opis wymaga zmierzenia wielu réznych cech, Tak np. wysokosé
ciala jest jedng z charakterystyk budowy, ale tylko w niewie-~
lu przypadkach mozna te charakterystyke uznaé za wystarczajg-
cg. Do subtelniejszej oceny budowy trzeba uzyé dodatkowo po-
miaréw innych cech. Chociaz latwo zgodzié sie¢ z pogladem, ze
wielocechowa charakterystyka badanego zjawiska jest wszech-
stronniejsza od jednocechowej, to stosunkowo rzadko zdarzalo
sie, by zagadnienie bylo stawiane i rozwiazywane w formie wie-
locechowej. Ma to swojg przyczyn¢ w pewnym ubéstwie metod ma-
tematycznych do opracowania zagadnien wielocechowych jak 1 w
duzych na ogél trudnosciach obliczeniowych, z jakimi wiae si¢
stosowanie wypracowanych dotychczas metod. Dopiero w ostat-
nich latach mozliwoéé szybkiego wykonania skomplikowanych ob-
liczenh - dzieki elektronicznej technice obliczeniowej - spo-
wodowala intensywna prace nad metodami wielocechowymi.
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Jednym z waznych i czesto stawianych w praktyce jest za-
gadnienie analizy zespolu cech. Mierzone cechy na ogé6% nie od-
daja adekwatnie badanego zjawiska biologicznego. Kazda z nich
tylko w pewnym stopniu mierzy zjawisko interesujace badacza,
a ponadto wielkosci lezgce poza zainteresowaniami badawczymi
oraz chwilowe przypadkowe zakldcenia. Oczywiscie dla badaja-
,cego interesujace jest przede wszystkim to, co jest mierzone
wspélnie przez cechy rozwazanego zespolu. Nasuwajg sig¢ wtedy
pytania:

1. Jaka cze$é informacji zawarta w zespole cech dotyczy czesci
mierzonej przez cechy wspélnie,

2, Jaki jest udzial poszczegélnych cech w okreslaniu czesei
wspélnej,

3. Jaka jest struktura zjawiska mierzonego wspdélnie przez ze-
sp6t cech, czy jest to zjawisko jednorodne, czy niejedno-
rodne w okreslonym sensie.

Zespolem bardzo ogdlnych 1 wszechstronnych metod pozwa-
lajacych odpowiedzieé na tego typu pytania jest analiza czyn-
nikowa.

Poniewaz podstawa analizy sa zaleznosci miedzy cechami
/mierzone zwykle wspélczynnikami korelacji 1lub kowariancji/,
analiza czynnikowa jako metoda statystyczna jest przede wWszy-
stkim analizg i swoistg interpretacja zwigzkdéw migedzy cechami.
Dla przeprowadzenia tej analizy wprowadza sie pewne umowne
zmienne losowe zwane czynnikami /lub faktorami/, Mozna wigc
najogélniej powiedzieé, Zze analiza czynnikowa jest zespolem
metod do badania struktury zaleznosci miedzy cechami przy po-
mocy pojecia czynnikdw,

Czesto udaje sie¢ czynnikom nadawaé sensowng interpreta-
cje przyrodnicza. Pamigtaé jednak nalezy o tym, Ze 83 t9 umo-
wne formalne wielkosci pozwalajace na opis matematyczny bada-
nego materiaiu.
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Jak kazda pojeciowo nowa metoda badawcza, tak i analiza
czynnikowa wymaga pewnego obycia i wyrobienia sobie nawykdw
myslowych ulatwiajacych postugiwanie si¢ nig, Opracowanie ni-
niejsze ma w tym poméc przez oméwienie podstawowych pojeé tej
metody oraz pokazanie kilku przykladdéw zastosowan.

Obliczenia zwigzane z przeprowadzeniem analizy czynniko-
wej sg dlugie i tylko w nielicznych i bardzo prostych zagad-
nieniach mozliwe do wykonania bez elektronowych maszyn liczg-
cych, Powszechnoséé jednak takich maszyn w czasach obecnych u-
mozliwia juz szerokie stosowanie analizy czynnikowej, a to =z
kolei powoduje doskonalenie jej metod zardéwno pod wzgledem teo-
retycznym jak i1 samej techniki obliczeniowej.

Zdajac sobie sprawe z tego, Ze obliczenia 2z zasady nie
beda wykonywane przez samego badacza - niematematyka, nie po-
daje w niniejszym opracowaniu Zzadnych algorytméw obliczen.

Ograniczylem takze cytowanie literatury, poprzestajgc na
pracach o znaczeniu podstawowym dla rozwoju analizy czynniko-
we] lub opracowaniach wspéiczesnych o charakterze monografi-
cznym,

2. Definicje 1 symbole

Cechy bedg oznaczone przez xi, Xz. ceay xp. Zaklada sie,
ze 8§ to cechy wielkosciowe. Dysponujemy pomiarami tych cech
uzyskanymi z badania prébki losowej. Ilo$é badanych osobnikéw
oznaczymy przez n, Wartosé cechy Xi u osobnika o numerze j o-
znaczona begdzie przez X4 tak Ze pierwszy wskaznik /i/ jest
numerem cechy, a drugi /j/ numerem badanego osobnika.

W opracowaniu uzyte bedgq nastegpujgce symbole:

n
§rednia arytmetyczna cechy X,;: X, = % .1-21 X4



4 Franciszek A, Szczotka

drednia wartosé cechy X, w populacji /warto$é oczekiwana ce-
chy/: My

. /x
standardowe odchylenie cechy xi.s1 =\/j=1 1147
n-1

2
1/

dyspersja /w populacji/: €& "

m -— -
Kowariancja cech Xk | xl w prébce: ¢y = J=1

n -1
Kowariancja cech xk i Xl w populacji: Ckl
Z definicji wynika, ze:
2
Crre = 6
2
%kk = Sk
- k1 Ca
Wspélczynnik korelacji w prébce: ry, = = .
Vckk °11 8k 51
Ca Ca
Wspélczynnik korelacji w populacji rp, = —— =
CxkC11 6k - 61

Dla wygody uzywane beda takze symbole E, War, Kow i Kor na
oznaczenie odpowiednio wartosci oczekiwanej, wariancji, ko-
wariancji 1 korelacji /w populacji/.

W analizie czynnikowej ogranicza si¢ rozwazanla do tych
tylko parametréw statystycznych. Sg one jedynymi charaktery-
stykami statystyeznymi w przypadku, gdy rozklady rozwazanych
zmiennych losowych sg normalhe.

W opracowaniu stosowany bedzie zapis macierzowy. Macie-
rze z zasady oznaczone bedg duzymi literami, Macierz M o w
wiorszach i1 k kolumnach zapisana bedzie w postaci /w!k/
Przez M’ rozumie sie transpozycj¢ macierzy M, przez M Jed
odwrotnos$é, jezelil taka istnieje. Symbolem diag M oznaczana
bedzie macierz przekgtniowa, ktéra ma na giéwnej przekgtnej
te same wyrazy co macierz M,
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3. Podstawowe modele analizy czynnikowej

3.1. Spearmana model analizy czynnikowej z jednym czynnikiem
wspélnym.

Twércq analizy czynnikowej byl C., Spearman., Sformutowal
on hipoteze, Ze we wszystkich czynrosciach umyslowych ujawnia
si¢ jedna wspélna cecha, zwana przez Spaarmana inteligencja
ogélng, a poza nig wiasciwoéci specyficzne, rézne dla kazdego
rodzaju czynnosci. Innymi slowy: rozwigzanie kazdego zadania
umysiowego wymaga pewnych ogdélnych umiejetnosdci umysiowych
oraz umiejetnosci specyficznych dla tego zadania.W pracy "Ge-
neral Intelligence Objectivily Determined and Measured" C.Spea-
rman /1904/ uzyl po raz pierwszy dla rozwigzania sformulowa-
nych w tytule zadand metody, ktéra péZniej rozwinela sig¢ i u-
zyskata nazw¢ analizy czynnikowej.

Oznaczmy za Spearmanem inteligencje¢ ogélng przez G, Be-
dziemy jg w dalszym ciggu nazywali czynnikiem ogélnym. Zdol-
nosci specyficznych bedzie tyle, ile zadan testowych, Zdol-
nosci te bedziemy oznaczali przez 01’ Uz, eeeey U 1 nazywa-
11 czynnikami specyficznymi, Zardéwno czynnik ogélny Jak 1
czynniki specyficzne bedziemy uwazali za zmienne wielkodciowe
wyrazone w takie) skali, by ich érednie /w populacji/ byly réw-
ne zeru, a dyspersje /w populacji/ réwne jeden., Wyniki w p
rozpatrywanych testach bedziemy oznaczali przez 11, xz, csvey
xp. Hipoteze¢ Spearmana mozina wypowiedzieé nastepujgco: wynik
w kazdym tescie uzyskany przez dowolng osobg jest sumg sklad-
nika proporcjonalnego do wielkosci czynnika ogélnego u te]
osoby i skladnika proporcjonalnego do wielkosci czynnika spe-
cyficznego dla tego testu. To sformulowanie slowne zapisuje
si¢ przy pomocy wzoru nastepujgco:

[3:1.2/ xi = liG + le1

Xa = 126 - v202

@0 s evceercenevee

2 =18 U
p~ o *Vp'p
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Jezell przez xij oznaczy¢ wartoséé i-tej cechy u j-ego o-
sobnika, a przez “13 i 33 wartosé czynnika ogélnego i i-tego
czynnika specyficznego, to dla tego osobnika powyzszy uktad
réwnan przyjmuje postaé

=1 + v,u

X413 183 113

sz = lzgJ + vzuzj

Xp3 = 1p83 * VpUp)

Symbole g, Oraz U,  ..e. “pJ oznaczaja odpowiednio wartosci
czynnika ogélnego G i wartosci czynnikéw specyficznych u j-te-
go osobnika. Liczby 11, 12 2% oy 1p i Vis Vg eeey vp 8q wsp6l-
czynnikami proporcjonalnodci. Analizujac wzér stwierdzamy, zZe
wspéiczynniki proporcjonalnosci sg takie same dla wszystkich
oséb,

Réwnania /3.1.1/ uzupeiniamy zalozeniami o unormowaniu
czynnika ogélnego i czynnikdéw specyficznych.

/3.1.2/ EG = O, War G = 1
/3.1.3/ EUi =0, War Ui =31 dlai=1, ..., P.

W tyéh i dalszych wzorach czynnik ogélny G 1 czynniki
specyficzne U1 traktowane sg jako zmienne losowe w badanej
populacji osobnikéw,

Zatozenie, %e czynniki specyficzne sg rézne od czynnika
ogbélnego i rézne migedzy soba, wyraza si¢ warunkiem, by byly
to zmienne losowe wzajemnie nieskorelowane, czyli by

/3.1.4/ Kor /G, Ui/ =0 1 = AsiENT D
/3.1.5/ Kor /Uk’Ul/ =0 dlak, 1=1, ..., P1 Kk #1
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Dodaje si¢ zwykle zalozenie o unormowaniu wynikdéw w tes-
tach

/3.1.6/ EX; = My =0 War X, = 61 =1
Podobng hipoteze i zwigzany z nig model matematyczny mo-
Zzna formulowaé w stosunku do dowolnego zespolu cech Xi. ....xp

Wzory /3.1.1/ - /3.1.6/ wiaza wielkoSci obserwowalne, mia-
nowicie wartosci cech 11, Xz. eruiery xp. ktére mogg byé znane
dla kazdej z badanych osdéb, oraz niewiadome jakimi sg wspéi-
czynniki 11, 12, @l lp, wspétczynniki Vis Vi eeey vp, kKté-
re 83 jednakowe dla wszystkich badanych oséb, indywidualne
wartosci czynnika ogélnego 53 i indywidualne wartosci czynni-
kéw specyficznych uiJ' “23' celes upJ. Nie wiemy,czy model ten
Jest zgodny z faktami doswiadczalnymi, Istniejg metody staty-
styczne, ktdére pozwalajg to sprawdzié. Metody te poznamy pézZ-
niej przy omawianiu analizy cZynnikowej w postaci ogélnej.
Przyjmujgc, Ze model jest siuszny, powstaje problem 1liczbo-
wego wyznaczenia nieznanych wielkodci, a mianowicie wspdlczyn-
nikéw 11, 12. A 1p i Vir Vor eees vp stanowigcych paramet-
ry charakteryzujgce calg populacje oraz wartosci czynnika gJ,
charakteryzujgcego poszczegélne osoby. Rozwigzanie tego zagad-
nienia takze bedzie omawiane w osobnych rozdziatach.

By zinterpretowaé nieznane wspdéiczynniki 11, ..},1 oraz
Vys «eey V, zalézmy, ze hipoteza sformalizowana wzorami /3.1.1/
- /3.1.6/ jest stuszna. Proste przeksztalcenia pokazuja, ze
wsp6iczynniki 11, 15 «ees 1p 8§ réwne wspéiczynnikom korela-
c¢ji czynnika ogdélnego z poszczegélnymi cechami, czyli

/3.1.7/ 1, = Kor /X, G/.

Wsp6iczynnik 11 nazywa si¢ ladunkiem czynnika ogdélnego G w
cesze 11 /w jezyku angielskim: loading/ lub nasyceniem cechy
x1 czynnikiem G / w jezyku francuskim: saturation/,
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Przy pomocy formalnych przeksztatcel algebraicznych moz-
na wariancje cech przedstawié w postaci

2

2 2
/3.1.8/ Gi =1y + vj.

Jezell zalozymy, 2e wariancja wynikéw testowych jest réwna 1,
to otrzymujemy w konsekwencji

/3.1.8a/ li + vi =1

Kwadrat ladunku lf’ to ta czesé wariancji zmiennej X,, ktéra
jest wywolana zréznicowaniem czynnika ogdblnego G, natomiast
vf czeéé wariancji wywolana zréznicowaniem czynnika specyfi-
cznego. Z tego powodu vi nazywa sie zasobem zmiennoséci specy-
ficznej lub wariancja specyficzng.

Czynnik ogdélny G ma z zalozenia Srednig zero i dyspersje
jeden. Jedyne zatem parametry, jakie go charakteryzujg, to je-
go wspétczynniki korelacji z cechami, czyli tadunki /zakla-
dajac, ze jego rozklad jest normalny/. Innymi siowy: czynnik
ogdlny okreslony jest przez ladunki. Znajac ladunki moZemy ze
wzoru /3.1.8a/ obliczyé wariancje specyficzne.

Wykazalidémy poprzednio, Ze lf + vf = 1, Mozna dale}

tatwo wykazaé, ze:
ry, = Kor /xk, xl/ =EX X =

= E/lkG+kak/ /110+v101/ = 1,1, dla k#£l

/3.1.9/ 1 =L,

Streszczajac: jezeli zalozenia modelu Spearmana sa sluszne,to
miedzy wyrazami macierzy korelacji a Yadunkami zachodzg na-
stepujace zwigzki:

2 2
29.2, 10/ R1°1% vy = 1
1k - 11 = rkl dla k # 1
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Réwnosci te mozna napisaé w postaci macierzowej nastepujaco:

;2

2
1 Tig evs rip 111 1112 Siars 111p vy O eie x O
2
Toy s P r2p 1211 12 A by 121p 0 Vo eee 0
3 5 A
A g ke K da B o I L 0 0"l
lub tez
¢ 2 2 3
i - vy Tig oo rip 11 1112 coe lilp
2 . 2
r21 1 - v2 PR rzp - 1211 12 wee 121p
r r e WAV TR U SRR
p1 p2 p1 "p2 P |
1
Oznaczmy przez L = 1
/px1/ 1
2
1
P
/jednokolumnowg/ macierz Iadunkdw
a przez \'A przekatniowg macierz wariancji specyfi-

/pxp/
cznych, Wtedy powyzszg rdéwno$é mozna napisaé krdtko:

’,

i e e L R = LL  + V

lub tez

810,127, R-Ve=LL’
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Macierz korelacji, w ktdrej od gidwnej przekatnej odjeto
wariancje specyficzne, nazywa si¢ w analizie czynnikowej zre-
dukowang macierzg korelacji.

Macierz korelacji, ktdéra mozna tak zredukowaé, by dala
sie przedstawié jako iloczyn LL, Spearman nazywa macierzg o
strukturze hierarchicznej. Mamy wobec tego wniosek, 2e jezeli
model Spearmana jest sluszny, 'to macierz korelacji jest macle-
rzg o strukturze hierarchicznej. Fakt ten wykorzystuje sig¢ do
sprawdzenia zgodno$ci modelu z doswiadczeniem. Jezeli na pod-
stawie obliczonej z badan macierzy korelacji odrzucamy hipo-
teze, ze macierz w populacji jest hierarchiczna, to fakt ten
obala stuszno$é modelu Spearmana, czyll siusznosé wystegpowa-
nia jednego tylko czynnika.

Przykladem macierzy korelacji o strukturze hierarchicznej
jest macierz korelacji podana w tablicy 1.

Tablica 1 Macierz o strukturze hierarchicznej

1,00 0,26 0,18 0,22  0.28
0.26 1,00 0.20 0.24 0,31
0.18 0.20 1,00 0.16€ 0,21
0.22 0,24 0,16 1.00  0.25
0.28 0.31 0,21  0.25 1.00

Zasoby zmiennosci specyficznej wynosza:

v2 = 0.24, v2 = 0.29, v3 = 0.14, V2 = 0.19, v2 = 0.32
a ladunki:
1, = 0.49, 1, = 0.54, 1, = 0,37, 1, = 0.44, 1 = 0.57.

Istotng cechg macierzy o strukturze hierarchicznej jest
nastepujaca wtasciwosdé: Jezell weZmiemy cztery wyrazy zredu-
kowanej macierzy, ktére stanowia wierzcholki prostokgata o bo-
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kach réwnolegiych do brzegdéw tablicy, to réznica iloczynéw
przeciwleglych wierzcholkéw rdéwna sie zeru. Latwo to spraw-
dzié rachunkowo w podanym przykladzie, ale i nietrudno udo-
wodnié. Jezeli R jest macierzg o strukturze hierarchiocznej,
czyli jest sumg macierzy LL i macierzy przekatniowej V, to
korzystajac z tej wtasciwosci latwo obliczyé tadunki ze wspéi-
czynnikdéw korelacji. Mianowicie biorgc cztery takie wyrazy,
z czego jeden Jest wyrazem gldwnej przekgtnej, mamy :

/3.1.13/ 12 - —l}—:_ﬁ%

Obliczywszy w ten sposdb li, 12, P 1; mozemy w koxcu
obliczyé:

2 2
/3.1.14/ vi=1-13

Rozwazania dotychczasowe mozemy strescié w nastepujacym
wniosku, Jezeli siuszny jest model sformulowany przez Spear-
mana, czyli jezeli sluszne sg zalozenia sformulowane we wzo-
rach /3.1.1/-/3.1.8a/, to =zachodzi réwnosé /3.1.11/ 1lub
/3.1.12/, czyli macierz korelacji w populacji jest macierza
hierarchiczng. I na odwrét, jezeli macierz korelacji w popu-
lacji jest macierzg hierarchiczng, to mozna wedlug wzoréw
/3.1.13/ 1 /3.1.14/ obliczyé tadunki i wariancje specyficz-
ne, a wiec stuszny jest wtedy model.

Zespéx cech, ktdérego macierz korelacji ma strukture hie-
rarchiczng, mozna uwazaé za zespdél o najprostszej strukturze
zaleznosci /po zespole cech nieskorelowanych/, bo wystepuja-
ce korelacje miedzy wszystkimi parami cech wytlumaczyé mozna
wystepowaniem w kazdej cesze jednego wspdélnego czynnika, Wiel~-
koéé ladunkdw 11 charakteryzuje korelacje cechy a czynnikiem
wspélnym, li zas$ udzial zmiennosci czynnika wspélnego w zmien-
noseci tej cechy,
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Wszystko to odnosi sie oczywidcie do macilerszy wspéiczyn-
nikéw korelacji w populacji. Wiadomo, e wskutek bledu préb-
ki réwnosé /3.1.11/ nie bedzie nigdy zachodzila  dokladnie.
Wartosci 11. 12. ..oy 1_ wyznacza si¢ wtedy taf, by réznice
miedzy macierzg obliczonych wspéiczynnikéw korelacji a macie-
rza odtworzong przy pomocy ladunkéw wg wzoru /3.1.10/ Dbyla
mozliwie mala, Zagadnieniem tym, ktére jJest zagadnieniem es-
tymacji, zajmiemy sie szczegbélowo w osobnym paragrafie.

3.2. Ogélny model analizy czynnikowe]

Model Spearmana zostal uogélniony przez wielu innych
autoréw. W najogélniejszej postagi model czynnikowy podal L.
L. Thurstone /1947/. W modelu przez niego sformulowanym do-
puszcza si¢ wystepowanie kilku czynnikéw wspélnych.Model jest
nastgpujgey:

1. O cechach zaklada sie¢, Ze s§ unormowane na érednig zero,
tzn., Ze

/3:2:1/ Py =Py =Py = - =0

2. Zaklada sie dalej, Ze kazda z cech da sig przedstawié ja-
ko sérednia wazona r zmiennych losowych wspélnych Fi,
Fz, P g Pr i zmiennej losowej U specyficznej dla ted
cechy:

xz = 121’1 + 122r2 + ...+12r!'r + yzuz

i O WL P S P B OR .0 P O 0. S S e .

/3.2.2/

xp -'1p1P1 + 1pzr2 * o0e P lerr + vap
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Zmienne Fi’ Fz AL Fr nazywajg sig¢ czynnikami wsp6lnymi,

zmienne Ui’ U2 cccey Up czynnikami specyficznymi.

Zmienne Fi' oinoy Fr i Ui' co0.9 Up 8§ traktowane Jjako zmienne
losowe. Przyjmuja one wigc inne wartosci dla kazdego badanego
osobnika. Wspélczynniki lik oraz v, sa parametrami statymi,
jednakowymi dla wszystkich osobnikéw,

3. Poniewaz jest obojetnie, w jakiej skali wyrazajg sie¢ zmien-
ne Fi’ Fz, cved Fr oraz zmienne 01. 02 o o7 o Up zaklada sie
ze wartodci oczekiwane /érednie w populacji/ tych zmiennych
sg réwne gzeru, a ich wariancje réwne jeden, czyli

/3.2.3/ Erk = o’ War Fk = 1. k = 1' seey I

/3.2.4/ Eui = 0’ '8!' ui = 1, is= 1, eeey p

4., Zaklada sie, 2e czynniki wspélne sa nieskorelowane, czyli
/3.2.5/ Kor /F ., F;/ =0 dlak 1

5. Podobnie jak w modelu o jednym czynniku wspélnym zaklada
si¢, 2e czynniki specyficzne s§ parami nieskorelowane oraz
nieskorelowane z czynnikami wspélnymi :

/3.2,68/ Kor /Pk,ul/ =0, dlak=1, ... r orazl = 1,...,p
/7332.7/ Kor /Uk,Ul/ =0, Jjezeli tylko k ¥ 1.

Warunki /3.2.1/ - /3.2.7/ okreélaja model, ktéry bedziemy na-
gywali ogdélnym modelem analizy czynnikowej z nieskorel owanymi
czynnikami.

Czesto do warunku /3.,2.1/ dodaje si¢ Jeszcze warunek
/3.2.1a/, by cechy byly unormowane na dyspersje 1, czyli

/3.2.1a/ War xi = f =1 dAlali =1, ..., D
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Zalozenie to ma dla analizy ozynnikowej znaczenie istot-
ne. Okazuje si¢ mianowicie /por. p. 4.4/, 3e wartodol wspéi-
ozynnikéw llk oraz v, galezg od jednostek, w jakich wyrazone
8 cechy. Dlatego tez w dalszym ciggu rozgraniczyé trzeba przy-
padek ogélny i przypadek cech unormowanych na wariancje jeden.

Wspétczynniki przy czynnikach wspélnych i specyficznych
majg§ podobng interpretacje, co w modelu z jednym oczynnikiem
wspélnym. Mianowicie wspéiczynniki 140 1o40 ceen lpi 8 réw-
ne kowariancjom kolejnych cech z czynnikiem pierwszym.Dzielge
Je przez dyspersje cech otrzymamy wspéiczynniki korelacji ko-
lejnych cech z czynnikiem pierwszym.

Jezeli rozwazamy cechy unormowane, to ich dyspersje sg
réwne jednodci i wtedy wspéiczynniki 111, 121, i es 1p1 8§
wprost réwne wspéiczynnikom korelacji, Wspéiczynniki 112,122,
ey b 2 %4 réwne kowariancjom lub, po podobnym unormowaniu,
wspélczynnikom korelacji cech i drugiego czynnika wspélnego.
Podobng interpretacje majg pozostale wspélczynniki. Zachodzi
ogélnie nastepujacy zwigzek:

/3.2.8/ 1,y = Kow /xi. Fk/ orag Kor /Ii. Fy/ = llk/'Gi.

Takze w tym przypadku wspéiczynniki 11k noszg nazwe ia-
dunkéw, Zwykle tadunki zestawia sie w tablicy postaci:

3

Rags g0 vee gy

Lim  llggs 133 eee 1
H
H

1p1 lpz L N ] lpr‘

Tablioce taka nazywa si¢ macierzq ladunkéw.

r
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Mozna wyrachowaé przy pomocy przeksztalcenl algebraicz-
nych, %ze zachodzi nastepujaca réwnosé:

2 2

2 2 2

i1

Wariancja cechy xi jest wiec réwna sumie kwadratéw Iadunkéw
w te) cesze czynnikéw wspélnych oraz tradunku czynnika specy-
ficznego. WprowadZmy oznaczenie

/3.2.10/ By o K gk B ai e s il gL
wtedy

/3.2.11/ Gf = hf + vf oraz
/3.2.11a/ n v

+ = 1
By hy

Wielkosé hf /Gf wskazuje, jaka czeéé wariancji cechy X,
wynika ze zréznicowania czynnikéw wspélnych, wielkoéé v'“; /Gf
zad wskazuje jaka czesé wariancji wynika ze zréznicowania czyn-
nika specyficznego. Wielkosé vf bede nazywal wariancjg spe-
cyficzng, Vi wzgledng wariancjq specyficzng, a wiel-
2 Gi
kodé h:l zasobem zmiennosci wspélnej cechy xi.
Wzér /3.2.9/ wiaze wariancje cechy Ii i jej tadunki.Moz-
na wyprowadzié podobne zaleznosci dla kowariancji. Majg one
postaé:

/3.2.12/ Cu = lklll:l + 1k2112 i 0ie ¥ lkrllr'
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Oba te wzory mozna slownie wyrazié nastepujgco: Wariancja ce-
chy jest réwna sumie kwadratéw ladunkéw czynnikéw wspélnych
w tej cesze 1 jej wariancji specyficznej. Kowariancja dwéch
cech natomiast wyraza sie¢ jako suma iloczynéw ladunkéw w obu
tych cechach. Réwnania /3.2.9/ 1 /3.2.12/ wigzgce wariancje
cech z ladunkami czynnikéw wspélnych i wariancjami specyficz-
nymi sg réwnaniami podstawowymi dla analizy czynnikowej. Réw-
nania powyzsze mozna napisaé przy pomocy macierzy nastepujg-
co

c,, C 1 1

11 12 ece cip 11 co e IIA 11 LN ] lpi

czi czz LN ) czp = 121 o000 lzr 112 LN lpz + o V2 LN o

eevevsvevvrsstne es e cesvsvere evvsesvecoe eeevs s

c,C C 1 1 1 P

Lpi pz eeo pR kpi ceve pr‘ Lir LR lp!:j

0o 0 ...

lub krétko:

/3.2.13/ CaLL + V

Jezelil rozpatrujemy unormowany zespét cech, niojéco maciersy
kowariancji C zajmuje macierz korelacji R i réwnanie podsta-
wowe bedzie wtedy mialo postaé.

/3.2.14/ R=LL + V

Réwnania podstawowe /3.2.13/ mozna napisaé w postaci
nieco rozszerzonej. Oznaczmy przez Lk macierz kolumnowg la-
dunkéw k-tego czynnika, czyli

14k

lox

Lk = . ’ k.i, 2, o.opr

Epk
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Przy takim oznaczeniu réwnanie podstawowe /3,2.13/ da sie na-
pisaé:

/3.2.15/ C-L1L1 + LiL, + ... + LL "+ V

Jest to rozbicie macierzy kowariancji na sume r macierzy hie-
rarchicznych i macierzy przekatniowej. Jest to rdéwnoczesdnie
przedstawienie struktury zwigzkéw miedzy badanymi cechami.

W tablicy 2 podano macierz /fikcyjnych/ wspéiczynnikéw
korelacji wynikdéw w 7 konkurencjach lekkoatletycznych: 1. bieg
na 100 m, 2. bieg przez plotki, 3. skok wzwyz, 4. skok o tycz-
ce, 5. pchnigcie kulg, 6, rzut dyskiem, 7. rzut oszczepem. /W
konkurencjach biegowych zmieniono znaki/.

Tablica 2. Macierz hipotetycznych wspélczynnikéw  korelacji
wynikéw w 7 konkurencjach lekkoatletycznych

i 2 3 4 5 6 7
1.000 0.553 0.352 0,344 0,221 0.248 0.217
0.553 1.000 0.470 0.472 0.250 0,290 0.264
0.352 0.470 1,000 0,306 0,354 0.372 0.293
0.344 0.472 0,308 1,000 0.206 0.227 0.196
0.2214 0,250 0,354 0,208 1,000 0,700 0.496
0.248 0,290 0.372 0,227 0.700 1,000 0,487
0.217 0,264 0.293 0,196 0.496 0.487 1.000

S O B O N

Korelacje te mozna wytlumaczyé wystepowaniem dwéch czynnikdw
o nastepujgcych tadunkach:

2

141 12 vy

Bieg na 100 m 0.201 0.601 0.599
Bieg przez plotki 0.210 0.850 0.233

Skok wzwys 0.378 0.459 0.647
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o 14y 12 i
Skok o tyeczce 0,192 0.508 0,705
Pchnigcie kulg 0,846 0,085 0.277
Rzut dyskiem 0.814 0.140 0.318
Rzui¢ oszczepem 0.569 0.170 0,647

Pierwszy z czynnikdéw koreluje wysoko z wynikami w pchnie-
ciu kulg /151 = 0,846/ 1 w rzucie dyskiem /161 = 0.814/, a
troch¢ mniej z wynikami w rzucie oszczepem /1.,1 = 0,569/,na-
tomiast bardzo nisko koreluje z wynikami w biegach /111 =
0.201 1 1,, = 0.210/. Czynnik pierwszy mozna wiec interpre-

towaé jako sile.

Drugi czynnik jest wysoko skorelowany z wynikami w bie-
gach /112 = 0,601 1 122 = 0,850/, malo natomiast 2z wynikami
w rzutach /152 = 0,085, 15, = 0.140 1 1,, = 0.170/. Czynnik
ten mozna interpretowaé jako szybkosé. Wyniki skoku wzwyi ko-
relujg umiarkowanie z czynnikiem jednym i drugim: korelacja
z silg wynosi 131 = 0,378, z szybkosgcig 132 = 0,459,

Na podstawie wariancji specyficznych mozna powiedzieé,
2e najbardziej specyficzng konkurencjg, tzn. konkurencja naj-
mniej skorelowang z wyodrebnionymi czynnikami, jest skok o
tyczce /vi = 0,706/. Nastepnie idg kolejno: rzut 0szozepem
/v = 0.647/, skok wawys /va = 0.657/ 1 bieg na 100 m W =
0.599/. Wariancje specyficzne sg rdwnoczesnie miarg stopnia
nieskorelowania z pozostalymi cechami.

Podobnie jak w przypadku jednego czynnika réwnania /3.2.1/

- /3.2.8/ wiazg wielkosci dostepne obserwacji,mianowicie ba-
dane cechy, i wielkosci nieznane, jakimi sg wartosei czynni-
kéw wspélnych i specyficznych oraz ladunki tych czynnikéw.
Takze w ogélnym modelu ladunki czynnikéw wspélnych i warian-
cje specyficzne sg parametrami liczbowymi charakteryzujgcymi
calg badang populacje. Dlatego tez najbardziej interesujgce
dla badacza sg te wiasdnie wielkoseci,
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Réwnoczeénie tadunki sq jedynymi charakterystykami sta-
tystycznymi czynnikéw /jezeli zatozyé, ze rozkiad czynnikéw
Jjest normalny/. Innymi skowy czynniki zdefiniowane sgq przez
tadunki, Dwa czynniki bedziemy uwazali za identyczne, JjezZeli
majg w poszczegdlnych cechach te same ladunki, natomiast za
rézne, jezeli chociaz w jednym *adunku sie réznig. Dla bada-
cza jest wigc przede wszystkim interesujgca ilosé wystepuja-
cych czynnikéw wspélnych oraz korelacje czynnikéw 2z cechami,
czyli ladunki,

Czynnik, ktéry jest silnie skorelowany 2z cechami, Jest
czynnikiem ujawniajgoym sie w duzym stopniu w badanych cechach.
Czynnik taki bedziemy uwazali za czynnik wazny /w badanym Ze-
spole cech/. Czynnik slabo skorelowany z cechami jest czynni-
kiem ujawniajacym sig¢ w s topniu niewielkim w badanym zespole
cech., Jako miary waznodci czynnika mozna uzyé sumy kwadratéw
unormowanych ladunkéw tegoz czynnika ze wszystkimi cechami,
czyli wielkoéé 4 2 Wariancja specyficzna v2 okreéla,

Fa1 ik .

w jakim stopniu cecha nasycona jest czynnikiem specyficznym,
lub inaczej na ile cecha x1 odbiega od pozostalych.

Réwnaniami wigzgcymi tadunki z parametrami rozktadu ba-
danyoh cech sg réwnania /3.2.13/ lub /3.2.14/. Gdybyémy zna-
11 prawdziwe wariancje 1 kowariancje /lub prawdziwe wsp6t-
czynniki korelacji/ réwnania powyzsze przedstawialyby  uklad
réwnan kwadratowych o niewiadomych lik oraz vy. Powstaje wte-
dy pytanie o jednoznacznosoi rozwigzania. Okazuje sie ze réw-
nenia /3.2.13/ ani /3.2.14/ nie okreslajg jednoznacznie  la-
dunkéw. Mianowicie, jezeli L jest maclerzq iadunkéw spelnia-
jacg réwnanie /4.2.13/ a © jest dowolng macierzg ortogonal ng,
to macierz LT = L& takze spelnia powyisze réwnanie. Wyni-
ka  tego, 2e znajac jedno rozwigzanie, -ozna'z niego w spo-
‘séb formalmy uzyskaé nieskoriczenie wiele rozwigzai, a wigc
nieskorczenie wiele macierzy 1adunkéw réwnowaznych z punktu wi-
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dzenia matematycznego. Poniewaz réiniq si¢ one ladunkami,kaz-
de z nich okredla inny /w interpretacji/ ukiad czynnikéw. U-
stalenie zasad wyboru jednego sposréd wielu mozliwych rozwig-
zal nazywa si¢ zagadnieniem rotacji. Zagadnienie to oméwione
bedzie w dalszej czedci.

Drugie zagadnienie, to pytanie jak postapié, gdy nie
znamy wariancji i kowariancji w populacji, a jedynie ich o-
szacowania z prébki, czyli wielkosci obarczone bigdem loso-
wym. Zagadnienie to nazywa si¢ zagadnieniem estymacji i omé-
wione bedzie w nastepnym rozdziale.

3.3, Inne modele

Rozpatruje sie czasem modele odbiegajace od sformulowa-
nego. Modele takie tworzy si¢ na podstawie informacji posia~
danych z weczeéniejszych badai o badanym zjawisku, lub tez for-
muluje sie je celem sprawdzenia okreélonych hipotez naukowych.
Czasem w sposéb zamierzony posiugujemy sie¢ uproszczonym mo-
delem wymagajgcym mniejszej pracy obliczeniowej w badaniach
wstepnych, majgacych na celu uzyskanie ogélnego rozeznania w
strukturze czynnikowej.

Zmiany w modelu mogg dotyczyé trzech rzeczy: zalozel co
do wariancji specyficznych, zalozed co do struktury maclerzy
Yadunkéw oraz zalozenia niezaleznoéci czynnikéw wspdélmych.

3.3.1. Model z réwnymi wariancjami specyficznymi

Model ten rézni sie od modelu ogélnego tym, Ze wprowa-
dza sie dodatkowo zalozenie o réwnosci wariancji specyficz-
nych. Mozliwe tu sg dwa warianty:

a/ zaklada sie réwnosé wariancji specyficznych wprost

73 351/ vi = vg A v: -
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lub tez

b/ zaklada sie réwnosé wzglednych wariancji specyficznych,
czyli

2
/3.3.2/ v vl ) 2
—2 = —-z = eece = =
63 65 6,

To drugie zalozenie sprowadza si¢ do zalozenia o réwnodéci wa-
riancji specyficznych w réwnaniu dla cech unormowanych.W pier-
wszym przypadku réwnania podstawowe majg postaé

/3.3.3/ C = LL” + v2I ,
w drugim
/3.3.4/ R = LL + v°I .

gdzie I jest macierza jednostkowg.

Trzeba zwrécié uwage na to, ze rozwigzania uzyskene 2z
macierzy kowariancji sg niepordwnywalne z rozwigzaniami uzy-
skanymi dla macierzy korelacji. Innymi siowy, z rozwiszania réw-
naii /3.3.3/ nie mozna obliczyé bezpodérednio rozwigzania réw-
naii /3.3.4/ 1 na odwrét,

Réwnania podstawowe sgq przy zalozeniu réwnosdci wariancji
specyficznych latwiejsze do rozwigzania. Jednak konsekwencjg
tego zalozenia jest to, Ze dla przedstawienia macierzy kowa-
rianoji w postaci czynnikowej wymagana jest zwykle wigksza i-
loéé czynnikéw wspélnych.

3.3.2. Modele z okreélong strukturg macierzy ladunkéw
W modelach takioch z géry zada sie, by niektére ladunki

byly zerami, tzn. by okreslone czynniki wspélne nie wystepo-
waly w niektérych cechach. Takie postepowanie moze by¢ uzasad-
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nione zagadnieniem, wczesniejszg wiedzg lub tez hipotezg ro-
boezg, ktéra nalesy skonfrontowaé z doswiadczeniem,

Wréémy do przykladu z p. 3.2. Mozna postewié pytanie,
czy da si¢ dla wynikdéw w 7 konkurencjach lekkoatletycznych
znaleZé dwa takie czynniki, z ktdérych pierwszy nie  korelo-
walby z biegami, a drugi nie korelowaiby z rzutami. Réwnania
byilyby wtedy nastepujgce:

x, = 1,,F, + v,0,
Iz = 122F2 + vzuz
Ty = doglPy. * gy .70,
Xy = 1,4F + 1,F + v,
L TR P * Y
Xg = 1g4Fy * Y%
11 = 171’1 + v7U7

A
)

“ a macierz tadunkéw mialaby postaé:

o 149
‘ = 12
134 132
b - 14 142
gy
- 0
171 ,
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3.3.3. Modele z czynnikami skorelowanymi

Juz Thurstone, twérca wspéiczesnej analizy czynnikowe],
dyskutowal zalozenie o nieskorelowaniu czynnikéw wspélnych
wyrazajgc poglad, e w niektdérych sytuacjach nalezaloby tak-
2e rozpatrywaé skorelowane czynniki wspélne /Thurstone,1947/.
Oznaczmy wspblczynnik korelacji miedzy czynnikami Fk i Fl
przez m,,, czyli Kor /Fk, Fl/ = W Macierz korelacji
dla wszystkich czynnikéw wspélnych oznaczmy przez M, czyli

Iliz es o 1r

Bo1 100 My

L%i mrz LN 3 1
Wtedy réwnania podstawowe przyjmg postaé.
/4.3.6/ C = LML ¢+ V

Jezeli macierz M jest nieznana, to klasa mozliwych rozwigzan
bedzie bardzo liczna i1 dla wyboru jednego z nich trzeba sfor-
mulowaé dodatkowe zalozenia, Moim zdaniem wprowadzenie czyn-
nikéw skorelowanych wymaga gruntownie przemyslanych i sciéle
sformulowanych hipotez badawczych, opartych o wezedniejsze
badania empiryczne.
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4., Metody estymacji

4.1, Zagadnienie estymacji.

Podstawowe zalozenia analizy czynnikowej /3.2.13/ wigzg
tadunki czynnikéw wspélnych i specyficznych 2z wariancjami i
kowariancjami zespolu cech. Te ostatnie jako parametry popu-
lacji sg nieznane, mozemy jedynie obliczyé ich oszacowanie =z
losowo wybranej prébki, Jak wiadomo, oszacowania takie nie 88
dokladne, réowne parametrom w populacji, a réznig sie od nich
0 wielkos¢ zwang biedem prébki. Dlatego tez, jezeli w réwna-
niach podstawowych /3,2.13/ napisaé zamiast prawdziwych wa-
riancji i kowariancji ich oszacowanie, trzeba réwnosé zasta-
pi¢ znakiem réwnosci przyblizonej. To samo dotyczy sytuacji,
gdy podstawa analizy sg wspélczynniki korelacji.

Dla wyjasnienia na czym polega estymacja posiuzymy sie
nastepujgcym rozumowaniem,

Niech bedzie ustalona liczba czynnikéw wspélnych r < bp.
Oznaczmy przez

>
>
>
>

2
(41 Y4, Sl 1ir vy 0 eee O
Sk ; I e 0
Li by .o Ly 2 e
L = e 0 010 o o & eveeseccasae . 1 v‘--a-o-o.---.--...--.-
~ ~ ~ ‘2
p1 p2 pr| 0o 0 vp

macierze nieznanych jeszcze oszacowan ladunkéw 1 wariancji
specyficznych, Sume¢ kwadratéw wyrazéw i-tego wiersza macierzy
L_ powiekszong o vf oznaczymy przez 94

-

32 32 38 2
czyli 94 = 111 + 112 # Soue ¥ lip + vy
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~

Sum¢ iloczyndéw wyrazdéw dwéch réznych wierszy macierzy L ozna-
czymy przez qkl’ czyli

- -~ -~ ~ -~

¥ tgbagemadgdyat o0+ Lo b

1
Obliczone w ten sposdéb wartoseci Q4 oraz % bedziemy odpowied-
nio nazywali odtworzonymi wariancjami lub kowariancjami.

Estymacja adunkéw i wariancji specyficznych polega na
obliczeniu z empirycznych wariancji i kowariancji takiej macie-
rzy ladunkéw L i macierzy wariancji specyficznych V, by od-
tworzone z nich wariancje i kowariancje réznity sie od obliczo-
nych mato w okreslonym sensie., W zaleznosci od kryterium okre-
slajgcego zgodgpéé otrzymuje sig¢ rézne sposoby estymacji. Obli-
czone liczby kik oraz vf nazywamy estymatorami ladunkéw 1
wariancji specyficznych, lub empirycznymi }adunkami i warian-
cjami specyficznymi.

4.2, Metody estymacji. I.

‘Poniewaz obliczenia zwigzane z estymacja wykonywane sag z
zasady przez maszyny, nie begde w niniejszym artykule méwilt o
sprawach obliczeniowych ani algorytmach, Biezacy paragraf za-
wiera przeglad najczesciej stosowanych metod estymacji oraz omé-
wienie zalozen i najwazniejszych konsekwencji, W paragrafie na-
stepnym natomiast bedzie przeprowadzona szczegélowa dyskusja,
Juz przy wiekszym uzyciu aparatu matematycznego.

Jedng z pierwszych metod estymacji ladunkdw Jest metoda
centroidalna wymyslona przez Thurstone a /1947/. Jest to metoda
rachunkowo dos$é prosta ale zmudna. Poniewaz istniejg juz me tody
estymacji o lepszych wiasciwodéciach, metody centroidalnej na o-
g6t nie stosuje sie.

Zastosowanie do estymacji ladunkdéw znanej w statystyce me-
tody minimum kwadratéw pochodzi od Thomsona /1950/. Metoda po-
lega na takim wyznaczeniu Yadunkéw, by suma kwadratéw réiznic mie-
dzy obliczonymi i odtworzonymi kowariancjami /lub korelacjami/
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byla mozliwie mata, czyli by wyrazenie

&, log = G/

osiggnelo minimum,Postulat ten prowadzi do ukladu réwnan, kté-
rego rozwigzaniami sg ladunki i wariancje specyficzne. Metode
te bedziemy krdétko nazywali metoda Thomsona,. Metoda ta zalezy
od Jedqostek, w jakich mierzono cechy. W szczegdélnosecl daje ona
inne wyniki zastosowana do macierzy korelacji a inne dla macie-
rzy kowariancji.Wazng wlasciwoscig tej metody jest to, ze sumy
iloczynéw tadunkéw kazdej pary czynnikéw sa réwne zeru.Wektory
tadunkéw sg wiec ortogonalne.

Lawley /1963/ rozwiagzal zagadnienie estymacji przy pomocy
znanej w statystyce metody maximum wiarogodnosci.Metode t¢ be-
dziemy nazywali metodg ML I /od maximum likelihood/.Estymatory
uzyskane tg metoda sa niezalezne od jednostek w jakich wyrazo-
ne sg cechy. W szczegdélnoséci daje ona te same wyniki zastoso-
wana do macierzy kowariancji co zastosowana do macierzy kore-
lac)1,

Zastosowanie tej samej zasady estymacji maksimum wiaro-
godnosci do modelu o réwnych wariancjach specyficznych prowa-
dzi do wynikdéw zwigzanych ze skladowymi giéwnymi Hotellinga
/Hotelling, 1933, Anderson, 1958/, Dlatego tez metodg t¢ czes-
to nazywa sie¢ metoda Hotellinga. Poniewaz autorem tej me tody
jest takze Lawley /1963/ bedziemy ja nazywali metoda ML II.Me~
toda ta jest bardzo dogodna do obliczern maszynowych, Jej wadg
jest to, ze wyniki zalezg od jednostek, w jakich wyrazone s§
cechy.

Metoda, ktéra laczy obie zalety - prostote obliczeniowg i
niezalezno$é wynikéw od jednostek - jest metoda stworzona przez
K.G. J8reskoga /1963/.

4,3, Metody estymacji. II.

Dla czytelnika bardziej zainteresowanego w metodach esty-
macji przedstawie w tym paragrafie réwnania stuzace do estyma-
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¢ji tadunkdéw oraz interpretacj¢ matematyczng poszczegélnych me-
tod,

4,3.1, Metoda ML II /Lawley, 1963/

Metodag ML II nazywalisSmy estymowanie }adunkéw 1 wariancji
specyficznej metodg maksimum wiarogodno$ci w modelu 2z réwnymi
wariancjami specyficznymi.

..... >2p>0

-~

wartosci wlasne empirycznej macierzy kowariancji C uporzgdkowa-
ne wediug wielkosci. Oszacowaniem wariancji specyficznej /z za-
lozenia takiej samej dla wszystkich cech/ jest $rednia arytme-
tyczna /p-r/ najmniejszych wartosci wiasnych, czyli

-

2 2 1 3 B A
/4.3.1/ v = A= ;:;“/ Aui hd Ar+2 T..+AP/
Niech

P1x

22k .
/4.3.2/ a.= |

apk

-

oznacza wektor wiasny macierzy C odpowiadajacy wartosci wias-
nej Ay . Wektory te sg wzajemnie prostopadle i tak wyznaczone,
by ich diugosé byla réwna jeden.

Ladunki k-tego czynnika wspélnego okreslone sg nastepuja-
co:

/4.3.3./ bk = \ﬁ;' R, 24k x
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LR 1
n
> >
")
>

apk

W metodzie ML II tadunki k-tego czynnika sg wig¢c proporcjonal-
ne do wspéirzednych k-tego wektora wlasnego. Wspéiczynnikiem
proporcjonalnosci jest

k o

Dla obliczonych tg metodsg ladunkéw okazuje sig, 2Ze suma
iloczyndw ladunkow dwéch réznych czynnikéw jest réwna zeru,czy-
11 t 1 e jezeli k # 1. Wektory ladunkéw ss wigc

proatopadle.

4,3.2, Metoda Thomsona

Réwnania sluzgce do obliczenia ladunkéw tg metodg sgw za-
pisie macierzowym nastepujqce /Anderson, Rubin, 1956/:
Al A
1, L /L L/ = /c - V/ L
~ -~ '
/4.3.4/ 2. diag ¥ diag /c -LL/
Al

3. macierz L L jest macierzag przekgtniows.

Macierz L jest macierzg szukanych ladunE?!, a V macierzg szu-
kanych wariancji specyficznych. Macierz L L jest macierzg sum
kwadratéw i sum iloczyndéw ladunkdéw. Warunek, by macierz ta by-
ta macierza przekstniowq, oznacza,ze wektory ladunkéw majg byé prosto-
padle, Uklad powyzszych réwnan rozwigzuje si¢ metodg kolejnych
przyblizen. Interpretacja wynikéw tej metody jest nastepujgeca.

Oznaczamy przez vf, g, SO vi, wariancje specyficzne obli-
czone metodg Thomsona. Odejmujgc je od wariancji otrzymujemy
zredukowang macierz kowariancji. Okazuje sig¢, ze adunki czyn-
nikéw wspdélnych sa proporcjonalne co wektoréw wiasnych zredu-
kowanej macierzy kowariancji.
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4,3.3. Metoda ML I

Réwnania do wyznaczenia estymatordw sg nastepujace:
~ A' A-il\ -~ A-1A
1z L/ZI.+L V'L/=CV 'L

Y |

¥4.3.5/ 2, diag V = diag /C - L L /

Al .\- -~
3. macierz L V 'L jest macierzg przekgtniowsg
/Lawley i Maxwell, 1963, Kieloch i Oktaba, 1971/,

Interpretacja wynikéw tej metody estymacji jest nastegpu-
cha' : -~ ~ ~ ~
Rozpatrzmy macierz C = V'i/z/c- v/ V_i/z.

Jest to zredukowana macierz kowariancji unormowana na dysper-
sje specyficzne, Niech 12 Yoo >----. ¥r>0 bedg wartoscia-
mi wiasnymi tej macierzy, a éi’ §2 il ér jej wektorami wias-
nymi., Wtedy kolumny }k macierzy tadunkéw L wyrazajg sie wzora-

mi (3 .
aikV¥Z
A
8ok 1A
1, =
iaka;;:

Macierz L|V'1L = G, gdzie G jest macierza przekatniows. Wyra-
zamli przekatnej sg wartosci wiasne Y. ¥2----- , Yr- Widzimy wiec,
ze metoda maksimum wiarogodnoégi daje ladunki proporcjonalne
do wektoréw wiasnych macierzy OC.

Rozwigzanie réwnanr /4.3.5./ odbywa si¢ metoda kolejnych
przyblizen,

4,3.4, Metoda J8reskoga.

Obliczenia wykonuje sig¢ na macierzy C* okreslonej wzorem:

/4.3.7/ c® = /diag 8'1/ 3 E /diag &‘1/ 2,
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gdzie C moze byé macierza kowariancji badanego zespolu cech wy-
raZonych w dowolnych jednostkach /J8reskog, 1963/. Zapis /diag
-1/ 3 oznacza macierz przekatniowg, w ktdrej na gtéwnej prze-
kgtnej znajdujg sie plerwiastki kwadratowe wyrazéw giéwnej prze-
kgtnej macierzy C . Niech wartosciami wiasnymi macierzy C* be-
dg liczby

Al>a%>....> At>An">....53b>0

ktérym odpowiadajg wektory wiasme  af, 8%, ceees g;.

Oznaczmy przez A% érednig arytmetyczng p-r najmniej-
szych wartosci wiasnych. Przez/ﬁ§r/oznaczmy macierz, ktérej ko-
lumnami sg wektory

n = e

m =RF- X 2

Macierz ladunkéw L otrzymuje si¢ ze wzoru:

- A—i _1
L=/diag C °/ 2 W.

Oszacowania wariancji specyficznych oblicza sie¢ wediug wzoru

r r
nz 2 2 “2
Ve = 044~ E 15 851 - E Lix
k=1 k=1

éledzqc powyzsze wzory atwo stwierdzié, ze metoda ta jest W
istocie metodq skiadowych gléwnyeh /ML 11/ zastosowanq do ma-
cierzy c Pomnozenie macierzy C przez /diag C /1/2
je niezaleznos$é od jednostek.

gwarantu-
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4,4, Wplyw jednostek pomiarowych

Omawiajgc metody estymacji zwrécono uwage na to, ze nie-
ktére daja wyniki niezalezne od tego w jakich Jjednostkach sag
wyrazone cechy i kowariancje. W tym paragrafie przedyskutujemy
to zagadnienie szczegétowo. WeZmy pod uwage jakis zesp6l cech
i obliczmy jego macierz kowariancji ¢. Nastepnie wyraZmy wszy-
stkie lub niektére cechy tego zespoiu w innych jednostkach, co
odpowiada pomnozeniu wartosci tych cech przez stale., Otrzymamy
wtedy inng macierz kowariancji Ci. W szczegblnosci, jezell ce-
chy wyrazimy w dyspersjach, czyli gdy je unormujemy, nowg ma-
cierza kowariancji bedzie macierz korelacji. Znajgc stale,przez
ktére dzielono lub mnozono cechy, tatwo z jednej macierzy ko-
wariancji obliczyé druga /bez siggania do wartosci cech/.Nato~
miast miedzy wartosciami wlasnymi oraz mig¢dzy wektorami wias-
nymi obu macierzy nie ma naogél bezposrednich zwigzkéw. W szcze-
gbélnoéci wiec réznia sig¢ wartosci i wektory wiasne macierzy ko-
wariancji i macierzy korelacji. Zaréwno w metodzie Thomsona jak
i w metodzie ML II /dla modelu o réznych wariancjach specyficz-
nych/ tadunki sa proporcjonalne do wektoréw wiasnych macierzy
kowariancji na ktérej wykonano obliczenia, Stad wniosek, ze e-
stymowane tadunki bedg zalezaly od jednostek, w jakich wyraza
sig¢ cechy.

Tej niedogodnosci nie ma metoda ML I. Metoda ta daje te
same rozwiazania niezaleznie od tego, czy stosuje sie¢ Jja do
macierzy korelacji, czy do macierzy kowariancji cech wyrazanych
w dowolnych jednostkach, Wiasciwo$é ta wynika z tego,ze adun-
ki obliczone metodag ML I sg proporcjonalne do wektordéw wias-
nych macierzy kowariancji cech unormowanych na wariancje spe-
cyficzne, a wigc na jednostki "naturalne" z punktu widzenia a-
nalizy czynnikowej. W metodzie J8reskoga natomiast niezalez-
nosé od jednostek uzyskuje si¢ przez odpowiednie -unormowanie
macierzy,na ktérej wykonuje sig obliczenia /por.wzér 4.3.7/.
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4,5, Przyklad

W tablicy 3 podano empiryczng macierz korelacji wynikéw w
7 konkurencjach lekkoatletycznych: biegu na 100 m, biegu przez
piotki, skoku wzwyz, skoku o tyczce, pchnigciu kulg,rzucie dy-
skiem, rzucie oszczepem /w konkurencjach biegowych zmieniono
znaki/. Ilosé badanych wynosita 300.

Tablica 3. Macierz wspélczynnikéw korelacji 7 konkurencji lek-
koatletycznyoh.

1 2 3 4 5 6 7

1.000 0,557 0,357 0,331 0,244 0,225 0,187
0,557 1.000 0,455 0,461 0,238 0,298 0,266
0,357 0,455 1,000 0,380 0,379 0,348 0,261
0,331 0,461 0,380 1,000 0,197 0,208 0,234
0,244 0,238 0,379 0,197 1,000 0.700 0,485
0,225 . 0,298 0,348 0,208 0.700 1.000 0,499
0,187 0,266 0,261 0,234 0,485 0,499 1.000

=1 A N

Metodg maksimum wiarogodnosci znaleziono adunki dwéch czynni-
kéw, ktére podano w tablicy 4.

Tablica 4, Ladunki 2 cZynnikéw i wariancje specyficzne obliczo-
ne metodsq maksimum wiarogodmosci 2z macierzy korela-
¢ji 7 konkurenocji lekkoatletycznych.

144 142 vi
Bieg na 100 m : 0,520 0,362 0,599
Bieg przez plotki 0,677 0,556 0,233
Skok wazwyz 0,577 0,142 0,647
Skok o tyczce 0,458 0,292 0,705
Pchnigcie kulg 0,729 -0,438 0,277
Rzut dyskiem 0,736 -0,374 0,318

Rzut oszczepem 0,558 -0,204 0,647
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5. Testowanie hipotez dotyczacych ilodci czynnikéw wspélmych

5.1. Zagadnienie ilosdci czynnikéw

Przy omawianiu podstawowego modelu analizy czynnikowej zwré-
cilisémy uwage na to, ze jednym z podstawowych parametréw Jjest
11066 czynnikdéw wspélnych, Zagadnieniem ilos$ci czynnikéw wspél-
nych nie zajmowalidmy sie¢ przy omawianiu metod estymacji.Zakia-
dalismy, ze estymacje¢ tadunkéw i wariancji specyficzmych wyko-
nuje sie przy z goéry ustalonej ilosé czynnikdéw. Niewgtpliwym
jest, ze im wieksza przyjmujemy 1lo86 ozynnikéw,tym wigksza be-
dzie egodnos$é miedzy oblioczong i odtworzong macierzg kowarian-
c¢ji. Wynika stgd, Ze oméwione metody estymacji nie pozwalajg na
oszacowanie ilosci czynnikdéw wspélnych. Zagadnienie wyzmaczenia
ilodci czynnikéw, ktére ma dla interpretacji merytorycznej wy-
nikéw zasadnicze znaczenie, poswigcono od powstania analizy czyn-
nikowej duzo uwagi. Wspdéiczeénie podchodzi sig do tego zagad-
nienia nastepujgco: Ilo$é czynnikéw traktujemy jako hipoteze
ktérg nalezy sprowadzié odpowiednim testem statystycznym. Inny-
mi siowy, traktujemy ilo$é czynnikéw r jako parametr liczbowy
i sprawdzamy hipoteze r = Tos gdzie TS Jest 1lodcig czynnikéw
wspélnych, przy ktérej przeprowadzono estymacje. Jezeli test od-
rzuca t¢ hipoteze, to na korzyéé hipotezy, ze 1loéé czynnikdéw
Jest wigksza niz Ty czyli 2 r > rye Natomiast przyjecie
hipotezy oznacza, e juz przy pomocy r, czynnikéw mozna wytiu-
maczyé korelacje miedzy cechami z dokiadnosécig do bledu prébki.
Oczywidcie czynnikdéw tych moze byé wigcej niz Tyt ale uzasad-
nienie tego wymagaloby badZ argumentacji spoza analizy czynni-
kowej), badZ przeprowadzenia nowych badan i nowej analizy.

Jako iloéé czynnikéw wspélnych przyjmuje sie¢ najmniejszg
wartosé Yoo Prazy ktérej test nie odrzuca hipotezy o réwnoseci.
Postepowanie takie jest postgpowaniem wielodecyzyjnym.lgczny po-
giom istotnodci takiego wielokrotmego postepowania jest trudny
do ocenienia, napewno jednak jest wiekszy niz przyjety poziom w
pojedyrczym tescie.
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Jak zobaczymy dalej, test zalezy od iloéci badanych oséb,
Okazuje sie¢, ze wartosé statystyki testujgcej wzrasta z ilos-
cig badanych oséb, a co zatem idzie, 110éé czynnikéw wykrywanych
Jako istotne, wzrasta z licznoscig préby. Inaczej méwigc, jezeli
z dwéch badani obliczymy takie same macierze kowariancji i za-
stosujemy do nich t¢ samg metode estymacji, to moze sie okazaé,
%e test uzna w materiale z liczniejszych badan wiecej czynnikéw
wspélnych za istotne, niz w materiale z badaii obejmujgcych mniej
08db.

Jezeli test odrzuci hipotezeg, 2e 11066 czynnikéw jest réw-
na liczbie T, Przy ktérej przeprowadzono estymacje,wtedy trze-
ba przeprowadzié estymacj¢ ponownie przy wiekszej ilodei czyn-
nikéw. Wymaga to w niektdrych metodach estymacji /ML I, metoda
Thomsona/ powtdrzenia wszystkich obliczed, w innych metodach po-
wtérzenia niewielkich partii obliczer /w metodzie ML II i meto-
dzie JUreskoga/.

5.2, Testy.

Oznaczmy jak poprzednio przez § oblioczong a przez Q odtwo-
rzong macierz kowariancji. Mgg}erz € moZna przedstawié jako su-
mg¢ dwéch macierzy: macierzy LL 1 macierzy, ktéra na gXbéwnej
przekatne) ma wariancje specyficzme a poza nig réznice miedzy
obliczonymi a odtworzonymi kowariancjami, oznaczone symbolami

dkl:

. A ‘2 -~ -~ A -~ N
©11 %12 *+-Cp hik Locdoxeo Iglpx
-~ ~ ‘2 ~ -
/5.2.1/ =1 1

®21 %23 ---%3p 1ok 2k o gl ¢+

&« o e e e e L] S G @ Gy 6. e S ® e+ e e e © o e @

?pi cp2 ..'OPE L1xlpx P 1pk
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Macierz

/5.2.2/

~

(2 3
Ve 943 .- 44y
c2
dyy V3 «o- dyy
“2

-~
v2
p -

d d eee V
“p1 %p2 P

Jest empiryczng macierzg kowariancji czynnikéw specyficznych

Ui' Uz,...,Up. Mozna z niej latwo obliczyé empiryczng macierz
korelacji czynnikéw specyficznych. Bedzie to macierz

/5.2.3/

-
Vi V2

d

s Lol I 1

Vi vz

dp _%p

Vl p Vz Vp
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Jezeli model jest situszny, to czynniki specyficzne sg nieskore-

lowane w populacji. Empiryczne wapéiczynniki korelacji tych

czynnikéw, czyli liczby '3 | muszg byé bliskie seru. Innymi
«x V1

slowy, jezeli hipoteza jest stusszna, wyrazy poza giéwng praekat-

ng moga tylko na tyle odbiegaé od zera, na ile pozwala biad

prébki.

Testowanie hipotezy, %e 11046 czynnikéw wspélnych réwna
gi¢ liczbie A sprowadza sie¢ wiaénie do testowania, ozy empi-
ryczna macierz korelacji cszynnikdéw specyficznych Jest estymato-
rem macierzy korelacji zmiennych nieskorelowanych, c¢zyli macie-
rzy przekatniowej o jedynkach na gidéwnej przekgtnej.

Niech 1gozny rozklad rozpatrywanego zespoiu P cech bedzie
P - wymiarowym rozkadem normalnym. Przypuséémy, se macierz ko-
wariancji 6 obliczona zostala 3 prébki losowej liczgcej /n+i/
oséb. Macierz ladunkéw L i wariancje specyficzme obliczone zo-
staly metodg ML I przy zalozeniu, e 1106 czymnikéw wspélnych
réwna sie r,. Rospatrzmy macierz

2

PS A A

Y+ eV

o=

Niech jej wartodciami wiasnymi bedg licsby:
A1)

-~

Tworzy si¢ wielkosé

( = -n P log ﬂii

1tf°§1
Wiadomo, %e jezell spelnione sq zalozenia /3.2.1/ - /3.2.7/

okreélajgce model, to wielkosé Y ma asymptotycznie /przy nie-
ograniczenie wielkim n/ rozklad chi - kwadrat

o df = é { /p-ro/2 - /p+r°/} stopniach swobody /Lawley,
Maxwell, 1963/, Wielkosé 6” moze wige stuzyé do testowania hi-
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potezy, ze 11086 czynnikéw wspélnych r = r .. Wartoéé krytyozng
odczytuje sig z tablic rozkladu chi-kwadrat na przyjetym pozio-
mie istotnodci przy podanej powyzej ilodci stopni swobody af,
Mozna takze uizyé testu przybliZonego: obliczamy empiryczng ma-
cierz korelacji czynnikéw specyficznych wedlug wzoru /5.2.3/.

Wielkosdé 61. n > >3 1—-254— ma w przyblizeniu
k< i vy V1

takie rozkiad chi-kwadrat o df = ; { /p--rO/2 - /p+r°/} stop-

niach swobody /Lawley, Maxwell, 1963/. Wielko$é ¥ Jest n-krotng
suma kwadratéw wyrazéw nad /lub pod/ giéwng przekating macierszy
korelacji czynnikéw specyfioznych.

Jeden i drugi test mozna stosowaé, jezeli uizyto do estyma-
oji tadunkéw i wariancji specyficznych metody maksimum wiaro-
godnodci. Jezeli wielkosci te estymowano inng metods, stosowa-
nie tych testéw moze prowadzié do biednych wnioskéw.

Oméwimy teraz testowanie hipotezy dotyczace] liczby czyn-
nikéw w modelu z réwnymi wariancjami specyficznymi. Model ten
zaklada, ze wartosci wiasne macierzy kowariancji w populacji od
/r+1/ - tego poczynajac sg réwne, czyli

Ares ™ Apeg = ¢+ - 'Ap.

A zatem, jezeli model jest siuszny, to p-r najmmiejszych warto-
$ci wiasnych empirycznej macierzy kowariancji moze réinié sig
tylko wskutek bledu prébki. Testy do sprawdzania takiej hipote-
zy pochodzg od Bartletta /1950, 1953/. Statystykg do sprawdze-
nia hipotezy, 2e 1los§é ozynnikéw wspélnych réwna siq r,» Jest
wielkosdé

Lo s (rma) 12 5=

o

Al - iln ?u]

1-r°+1 1-r°+1

gdzie n' = (n -r, - % ) P/p-rol + 1 + BEF;]
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Statystyka ta, przy takich samych zalozeniach co poprzednio, ma
w prgyblizeniu rozklad chi-kwadrat o df= %{. /p—ro + 2/ ¥

/p-ro - 1/} stopniach swobody.

Podobne testy stosuje sig, jezell obliczenia wykonano na
macierzy korelacji.

W tablioy 5 podano macierz, w ktérej na giéwne) przekatnej znaj-
dujg si¢ wariancje specyfiozne, a poza nig réznice migedzy obli-
czonymi i odtworzonymi korelaecjami., W tablicy 6 natomiast poda-
no obliczong z niej macierz empirycznych wspélczynnikéw korela-
cji ezynnikéw specyficznych.

Tablica 5. Réznica miedzy faktyczng i odtworzong macierzg kore-
lacji powigkszona o wariancj¢ specyficzng na gidéwnej

przekgtnej.
0,599 0,004 0,006 -0,013 0,023 -0,022 -=0,029
0,004 0,233 =0,0158 -0,011 =-0,012 0,008 0,002
0,006 =0,015 0,647 0,074 0,021 -0,024 -0,032
-0,013 -=0,011 0,074 0,708 =0,009 -0,020 0,038

0,023 -0,012 0,024 -0,009 0,277 0,000 =0,011
-0,022 0,008 -0,024 -0,020 0,000 0,318 0,012
-0,029 0,002 =0,032 0,038 -0,011 0,012 0,647

OO N

Tablica 6. Macierz empirycznych wspélcazynnikéw korelacji czyn-
nikéw specyficznych /korelacji resst/.

1 1,000 0,011 0,010 -0,020 0,056 -0,060 =0,047
2 0,011 1.000 =-0,039 =0,027 -0,047 0,029 0,005
3 0,010 -0,039 1.000 0,110 0,050 -0,053 =-0,049
4 -0,020 -0,027 0,110 1.000 -0,020 -0,042 0,056
5 0,056 -0,047 0,050 =0,020 1,000 0,000 -0,026
6 -0,050 0,029 =-0,053 =0,042 0,000 1.000 0,026
7

-0,047 0,005 -0,049 0,056 -0,026 0,026 1,000
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Suma kwadratéw wyrazdéw nad giéwng przekging wynosi:
2

P,
R - - = 0,04025
Y

kK < 1 Yk

Poniewaz i1lo$6 badanych lieczyia 300 oséb
Ki = 12,08

Il0o8¢é stopni swobody df = 8
Wartodéé krytyczna odozytana z tablicy rozkiadu chi-kwadrat

2

X = 15,507
0.05;8

Poniewaz obliczona wartosdé chi-kwadrat nie przekracza wartodeci
krytycznej, godzimy sie na to, se 11046 ozynnikéw wspélnych wy-
nosi 2., Przeprowadzajgc tem sam rachunek przy wyestymowanych la-
dunkach jednego tylko czynnika otrzymano ‘1 = 300+ 0,822=246,6
co przekraczalo wartoéé krytyczng wynoszaecq

2

X, 0,05; 14 = 23,685

6. Rotacja czynnikdéw

6.1. Interpretacja geometryczna czynnikéw.

Przyjela sie nastepujgca pozyteczna interpretacja geome-~
tryczna tadunkéw. WeZmy pod uwage kadunki dwéoh czynnikéw wspél-
nych, Narysujmy prostokgtny ukiad wspéirzednych,0¢ poziomg naz-
wijmy osig pierwszego czynnika Fi’ oé pionowg osig drugiego czyn-
nika Fz. Kazdej cesze odpowiadajg dwa Xadunki: ladunek czynnika
plerwszego 111 i adunek ozynnika drugiego liz.Traktquc te 1a-
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dunki jako wspéirzedme na piaszczyZnie, kazdej cesze bedzie od-
powiadal punkt P, = /111, 112/ na piaszczyinie F;, Fy lub - je-
zeli punkt'tep polaczymy ¥ poozgtkiem ukladu - wekter xio skia-
dowych /111. 112/. Rysunek wézystkich takich wektoréw ilustruje
tzw, strukture czynnikows. Podobny rysunek moina sporzgdzidé dla
tadunkéw unormowanyoh, tzm, dla }adunkéw podzielonych przes
plerwiastek z ich sumy kwadratéw ;1; . W tym przypadku wszyst-
i

kie punkty bedq lezaly na kole o promieniu 1.

Na rysunku 1 przedstawiono strukture obu czynnikéw dla 7
konkurencji lekkoatletyeznych /tablica 4/.

Jezeli w zespole cech wyodrebniono 3 czynniki, dla zilu-
strowania struktury czynnikowej trzeba by sporzgdzié model tréj-
wymiarowy, przedstawiajgcy pumkty lub wektory odpowiadajgce ce-
chom w ukladzie trzech osi prostopadiych odpowiadajgcych czyn-
nikom F,, F, 1 F;. Dla takich zespoldéw cech, dla ktérych wy-
odrgbniono wigcej czynnikéw narysowanie lub sbudowanie modelu
ilustrujgcegoe strukture jest niemciliwe, ale zachowamy koncep-
cje takiej interpretacji geometrycznej. Bedziemy mianowicie iden-
tyfikowali cechy z wektorami w przestrzeni o tylu wymiarach,ile
Jest czynnikéw wspélnych. Wektory te majg skiadowe réwne radun-
kom /lub ladunkom unormowanym/ kolejnych czynnikéw.Pomocg w po-
glgdowym przedstawieniu sg rysunki wektoréw cech robione dia po-
szezegélnych par czynnikéw.

6.2, Przeksztalcenia dopuszczalne macierzy ladunkéw.

W paragrafie 3.2 wspomnielidmy, e rozwigzania podstawo-
wego réwnania sg niejednoznaczne. To znaczy, e jezeli przy u-
stalonej ilosci czynnikéw r istnieje macierz tadunkéw speil-
niajgca podstawowe réwnanie, to istnieje nieskorczenie wiele in-
nych macierzy speimiajacych to réwnanie. Znajge Jedno rozwigsza-
nie mozna w sposdéb prosty otrsymaé wszystkie pozostale, Wszyst-
kie te rozwigzania sg jednakowo dobre = matematycznego punktu
widzenia.
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To samo zachodzi takze dla macierzy tadunkéw obliczonej
jedng z metod estymacji.

Poniewaz jednak w poszozegélnych rozwigzaniach ozynniki
réznig si¢ ladunkami, kazde rozwigzanie okresla ukiad czynnikéw
o innej interpretacji przyrodniczej. Mamy wigo takg sytuacje,ze
zagadnienie ma nieskorczenie wiele rozwigzain jednakowych pod
wzgledem matematycznym ale o réznej interpretacji przyrodniczej.
Wybér ostatecznego rozwigzania pozostawia sig przyrodnikowi. Ta
sytuacja sciggnela na analize czynnikowg opinie metody subiek-
tywne].

Dla uzyskania jednoznacznosci rozwigzania istniejg dwie
drogi: Albo sformulowaé zagadnienie przyrodnicze tak, by wyni-
kalo z tego rozwigzanie jednoznaczne, ©o0 moina osiggnigé przez
nalozenie szczegdétowych warunkéw dotyczacych struktury macierzy
tadunkéw. Albo przyjaé pewne lezgce poza zagadnieniem przyrod-
niczym kryteria formalme, jakie ma speiniaé macierz tadunkdw.
W dalszym ciggu zajmiemy sie rozwigzaniem drugim. Przedtem jed-
nak oméwimy dzialania, jakim mozna poddadé macierz Yadunkéw, by
jednak nie przestala ona byé rozwigzaniem réwnania zasadnicze-
go. Przeksztalcenia te bedziemy nazywali przeksztatceniami do-
puszczalnymi,

WeZmy pod uwage ladunki ustalonego esynnika, tzn. jedng ko-
lumne macierzy }adunkéw., W tej kolumnie zmiermy wszystkie znaki
na przeciwne. Poniewaz ladunki sg wspéiczynnikami korelacji oczyn-
nika z cechami, taka zmiana znakéw odpowiada zmianie znaku ozyn-
nika i jego interpretacji. Do wzoréw réwnania podstawowego Ila-
dunki te wchodzg zawsze jako iloozyny dwéch z nich, Jeseli zad
w iloczynie zmienié znaki obu czynnikéw, to wynik nie zmieni sie.
Stad wniosek, Ze po zmianie znaku calej kolumny macierzy ladun-
kéw otrzymamy nows macierz, ktéra takze speinia réwnania pod-
stawowe. Zmiana znaku jednej lub kilku kolumn macierzy tadunkdw
jest wige przeksztalceniem dopuszozalnym macierzy tadunkdéw.Geo-
metrycznie takiej zmianie znakéw odpowiada zmiana zwrotu osi od-
powiadajgce) czynnikowi.
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Drugie przeksztalcenie dopuszczalne oméwimy najpierw geo-

metrycznie. WeZmy pod uwage ladunki dwéch czynnikéw Fk i Fk .
1 2
Narysujmy dwie osie prostopadie oznaczone Fl i Fz. W takim u-

ktadzie wspéirzednych narysujmy wektory odpowiadajgce cechom o
sktadowych réwnych adunkom tych czynnikdéw /rys.i/. Na tym sa-
mym rysunku narysujmy dwie inne osie FT i E; obrécone o kat
X w stosunku do osi F i F Rzutujac korice wektoréw na oé
F’ i F’ mo zZemy odczytaé nowe wspéirzedne 111 oraz 112 Jezeli
teral w wyjdciowej macierzy ladunkéw L zastgpimy kolumny 111
oraz 112 odezytanymi wartosciami 111 i 1! otrzymamy nowg
macierz ladunkéw L¥, Macierz L™ takze spelnia réwnania podsta-
wowe. Mozna sie o tym przekonaé nastgpujgco: wyrazenia }E; lks
8=

11‘ 8sq réwne iloczynom skalarnym. Iloczyny skalarne zalezg
tylko od diugosci i wzajemnego potozenia obu wektoréw,a nie od
umieszczenia ukiadu wspéirzednych. Poniewaz przez obrét ukiadu
wspéirzednych nie zmienila sie dlugoéé ani polozenie wektordw,
wiec taka zmiana wspéirzednych nie zmienia iloczynu skalarne-
go. Dlatego L® takize speinia réwnania podstawowe.

Cale to postepowanie mozna wykonaé rachunkowo. Oznaczmy
kgt obrotu przez oL . Wtedy nowe Yadunki oblicza sig wediug wzo-
réw

1

= 1 cos X + 112 sin (X

i1 i1

/6.2.1/ s =1;,. /-8inxX/ + 1, cos X

Widzimy wiec, ze dopuszczalnym przeksztalceniem macierzy L sg
obroty w plaszogzyinie wyznaczonej przez dowolme dwa czynniki.
W ogélnym przypadku r ozynnikéw wspélnych wyobraZmy sobie
obrét calego ukladu wspéirzednych F,, Pa....,Fr dokola pocszgt-
ku ukladu do nowego polozenia F:. F;, o b ks F:. Wspéirzedne
wektoréw odpowiadajgce cechom w tym nowym ukladzie tworzg ma-
cierz ladunkéw LF, ktéra jest takize rozwigzaniem podstawowego

réwnania. Poniewaz kazdy obrét ukiadu wspéirzednych moma otrzy-
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maé przez kolejne obroty dwéch osi w piaszczyZnie przez nie wy-
zZnaczonej, mozna nowe tadunki obliczyé stosujgec wzory /6.2.1/
do réiznych par czynnikéw. Najwazniejszym dla nas wnioskiem jest
to, ze drugim dopuszczalnym przeksztalceniem macierzy adunkéw
8§ obroty.

Przydatny bedzie wzdér ogélny na obliczenie macierzy ladun-
kéw po obrocie. Oznaczmy przez © macierz, ktérej wyrazami sg
kosinusy katéw, jakie tworzg z soba parami osie pierwotne i osie
po obrocie. Macierz taka jest macierzg ortogonalng. Macierz la-
dunkéw po obrocie L oblicza 8i¢ z macierzy wyjsciowej wedlug
wzoru

/6.2.2./ *=1L06

Mnozgc wiec maciersz la;unkéw przez macierz ortogonalng o-
trzymujemy nowg macierz tadunkéw, ktéra takze speilmia réwnania
podstawowe.

6.3. Zagadnienie rotacji czynnikdéw.

Dziatanie matematyczne okreflone wzorem /6.2.2./ ozyli po-
mnozenie macierzy ladunkéw przez macierz ortogonalng nazywa sie¢
rotacja ozynnikéw. WybSér okreslonej macierzy 2 ) ktérej odpo-
wiada maciers

L° = L 6?0

sensowna z punktu widzenia zastosowan, nazywa sie zagadnieniem
rotacji.

Thurston /1947/ sformulowal jako kryterium wyboru ostatecz-
nej macierzy ladunkdw Lo tzw. zasade struktury prostej. Wediug
niego, czynniki tworzg strukture prostg, jezeli poszczegdlne
czynniki sg skorelowane z niewielks iloscig cech, alez nimi wy-
soko, oraz jezeli poszczegélne cechy koreluja z malg iloécig
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czynnikéw. Takiej strukturze odpowiada macierz adunkéw, ktéra
w poszczegélnych kolumnach ma duzo ladunkéw bliskich zeru i
ktéra ma duzo wierszy, w ktérych sg tadunki bliskie zera. Tego
rodzaju macierze Thurston uwazal za macierze tadunkéw o istot-
nym sensie przyrodniczym.

Intuicje Thurston’a zostaly sprecyzowane przez O.Reiersola
/Anderson, Rubin, 1956/, Kryteria te sg jednak kryteriami ja-
kodciowymi, nie dajgcymi zadnych algorytméw dla znalezienia ma-
cierzy o strukturze prostej drogg rachunkows.

6.4, Zasada varimax

Sposéréd wielu zasad analitycznych na uwage zasluguje za-
sada varimax sformutowana przez Kaisera /Harman, 1960/. Zwrot
varimax jest skrétem siéw maximum of the variance. Zasada ta
brzmi nastepujgco: Jako ostateczne rozwigzanie bierze si¢ spo-
éréd wszystkich dopuszczalnych macierzy ladunkéw te, dla kté-
rej suma wariancji kwadratéw ladunkéw dla wszystkich czynnikéw
osigga maksimum, Suma wariancji kwadratéw ladunkéw wyraza sie
wzorem:

/6.4.1./ EKeS " . 4 Sain Ol 5
k=1 P i=1 ik k/
2 _1 . 2
gdzie Ly = P D ik

i=1

Wediug zasady varimax nalezy wigo wybraé jako rozwigzanie osta-
teczne te macierz ladunkéw, dla ktérej powyzsza wartosé K jest
najwigksza.
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Wiemy, %e dowolng dopuszczalng macierz tadunkéw mozna przed-
stawié w postaci ol A , gdzie © jest jakgs macierzg orto-
gonalng. Ladunki dowolnej dopuszczalnej macierzy sg wige funkcjg
wyrazéw macierzy © ., Wyrazenie K Jest wigc takze funkcjg wyra-
zéw © . Zagadnienie znalezienia maksimum tej wartosci sprowadza
sie do znalezienia maksimum funkeji wielu zmiennych, ktére roz-
wigzuje si¢ standardowymi metodami rachunku rézniczkowego.Rozwig~
zanie wyznacza jednoznacznie macierz © . i w konsekwencji macierz

LO'LGO.

Postulat, by suma wariancji kwadratéw tadunkéw byla mozliwie
duza, powoduje to, ze w poszczegélnych kolumnach ladunki stajag sie
bgdZz bliskie zeru, bgdZ mozliwie duze. W konsekwencji jako roz-
wigzanie otrzymuje sie¢ macierz tadunkdéw o strukturze zblizonej do
prostej i atwej do interpretacji.

Znalezienie macierzy obrotu dla dwéch czynnikéw,ktéra dopro-
wadzilaby je do struktury speiniajgcej postulat varimax, nie wy-
maga duzej ilosci obliczerd. Mogg one byé wykonane na arytmometrze.

Oznaczmy }adunki obu czynnikéw przez 111 i 112. Ladunki
te normuje sie dzielgc je przez pierwiastek kwadratowy zasobu
zmiennosci wspélnej. Otrzymane wielkosci oznaczmy dla plerwszego
ozynnika przez x, a dla drugiego przez Yo ozyli:

Xy =1y, /by
¥y =145 /by
Nastepnie oblicza sie:

oyt g Daul

vy =2 X7,
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A = Z: u1
B wT e vy
Cs > /ui - Vi/

D=23" uy vy

o
[}

D -2 AB /p

Bt/ saulke B

Kgt obrotu wyznacza siq = warunkéw

t;tOK = L/M

Wartodé kata ¢ = 40X odesytuje sie z tablic. Dsielgo od-
ozytany kat przez 4 otrzymuje sig kgt X . Ze wzgledu na nie-
jednoznacznoéé rozwigzania takiego réwnania przy ohliczaniu sa-
mego kata (X trzeba kierowaé si¢ regulami podanymi w nizej
podanej tablicy.

Znak L Znak M Znak tg 4 przedzialy dla przedzialy
kata +CX dla kgqta X

+ + + 0 ¢ 4 < 90° 0<x < 22,8°

+ - - 90° < ax < 180° 22,5< x < 48°

- - + -180°¢ 4 < -90° -48%c¢-22,5°

- + = -90%¢ 4% < 0° -22,5% K < 0°
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Macierz obrotu jest postaci:

cos XK -8in X
=
sin K cos
Nowg macierz ladunku oblicza sig¢ wediug wzoru
(1, 145
F
L™ =115 1y
C. - cos X
sin K
Llpt 1p2

lub wedlug wzoréw rozpisanych szczegélowo:

3
1, = 1, cosX + 1.12 sin oK
=
112 = -111 sinCX + Il12 cos X

-sin
cosK

Jako przykiad niech posiuzy wykonanie rotacji metoda varimax
}adunkéw obu czynnikéw obliczonych dla wynikéw w 7 konkuren-
cjach lekkoatletycznych /Tablica 4/. Obliczenia ujgte 85 W

schemacie:
2

i1 12 hy b, Xy Yy uy
0,520 0,362 0,401 0,634 0,821 0,571 0,348
0,677 0,556 0,767 0,876 0,773 0,635 0,194
0,577 0,142 0,353 0,594 0,971 0,239 0,886
0,458 0,292 0,295 0,543 0,843 0,538 0,422
0,729 -0,438 0,723 0,851 0,857 -0,515 0,469
0,736 -0,374 0,682 0,826 0,801 -0,453 0,589
0,558 -0,204 0,353 0,594 0,939 -0,343 0,764

A = 3,672

B = 0,956 L = -1,145

C = -2,453

2 .2
D = -0,1417 A =B_ _ 1,796

T

0,938
0,981
0,464
0, 907

-0, 883

-0,807

-0, 644
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248 _ 4 003 M = -4,249

tg 4K = 0,2695

Poniewaz L < 0 1 M < O kat 4X ma zawieraé¢ sie¢ miedzy
- 180° a - 90°, sam zaé kat X miedzy - 45° a - 22,5°.

Z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych odczytuje sie¢

4X = 164,92°
X = -41,23°
cosX = 0,7521
sin X = =0,6591
Macierzg obrotu jest wigc maclerz
0,7521 0,6591
B =
-0, 6591 0,7521

Ladunek pierwszego czynnika po obrocie w pilerwszej cesze obli-
czamy nastepujgco:

1!

" 111 cosX + 1 sinX =

12
= 0,520 - 0,7521 - 0,362 - 0,6591 = 0,152

Ladunek drugiego czynnika po obrocie w pierwszej cesze obli-
czamy wg wzoru:
*
i, =71,y sin X + 1, cos X =
=+ 0,520 * 0,6591 + 0,362 < 0,7521 = 0,618

Podobnie oblicza sig¢ ladunki obu czynnikéw po obrocie w pozo-
stalych cechach. Ladunki te sg nastgpujgce:

¥ %
154 12
0,152 0,615
0,143 0, 864

0,340 0,487
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0,152 0,521
0,837 0,151
0,800 0,204
0,554 0, 214

Osie odpowiadajgce nowym czynnikom oznaczono na rysunku i przez

F, 1 Fr.

Okazuje sig, 2e pierwszy czynnik koreluje wysoko z wynika-
mi w pchnigeciu kulg i rzucie oszczepem, niskie natomiast sg je-
go korelacje z konkurencjami biegowymi. Drugi czynnik naodwrét,
koreluje wysoko z wynikami w biegach, nisko natomiast 2 wyni-
kami w rzutach. Upowaznia to do interpretowania czynnika pierw-
szego jako czynnika sily, a drugiego jako czynnika szybkosei,

W przypadku wigkszej liczby czynnikéw stosuje sig zasade
varimax kolejno do wszystkich par cech. Kazdy cykl takich obli-
czei powtarza sie¢ nastepnie az do otrzymania stabilnych warto-
§ci kryterium K.

7. Estymacja wartosci czynnikéw

7.1. Estymacja metodg minimum kwadratéw.

Giéwnym celem analizy czynnikowe] jest obliczenie macierzy
tadunkéw i wariancji specyficznych. Sg to charakterystyki calej
badanej grupy pozwalajgce analizowaé macierz kowariancji 1lub
korelacji. Niepotrzebmne do charakteryzowania calej grupy sa in-
dywidualne wartosci czynnikéw, gdyz z zalozenia wynika, ze dred-
nie wartosci czynnikéw sa réwne zeru a standardowe odchylenie
réwne jeden. Indywidualne wartosgci czynnikéw bedg wigc 2z duzym
prawdopodobieistwem zawarte w granicach od - 3,0 do 3,0. Ponad-
to czynniki s nieskorelowane.

Mogga jednak po wykonaniu analizy i po wyodregbnieniu sen-
sownych czynnikéw powstaé dalsze zagadnienia wymagajgce znajo-
mo$ei indywidualnych wartodci czynnikéw. Tak np. moze byé wte-
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Rys. 1. Struktura czynnikowa wynikéw w 7 konkurencjach
lokkoqtlotyclnwoh. Fi’ Fa ozsynniki pierwotne,

r:. r: osynniki po rotacji
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dy, gdy chcemy korelowaé warto$ci czynnikéw 2z cechami, ktdre
nie weszly do analizy czynnikowej,badaé $rednie wartosci czyn-
nikéw w okreslonych podgrupach 1lub tez podejmowaé decyzje na
podstawie wartosci czynnikow.

Punktem wyj$ciowym do wyznaczenia indywidualnych wartosci
czynnikéw sg réwnania, ktére otrzymuje sie wypisujgc wzory
/3.2.2/ dla okreslonego obiektu. Réwnania te sg nastgpujgce:

= =1 b 4 + 1

15 = 11a T4 * 142 Toy ir Trj * V1 Y3
xa‘j = 121 11J + 122 tzJ + ooe it 12r frj + Vv, u2J

ited o) e v
xpj = lpi f1j + 1p2 f2J + see + 1pr frJ - vp upJ

%W réwnaniach tych j oznacza numer badanej osoby. Zalézmy ze
wystepujace w tych wzorach ladunki czypnikow wspélnych 1 spe-
cyficznych sa znane. W praktyce zastgpuje sig je wartosciami
obliczonymi jedns z metod estymacji. Wtedy wzory te przedsta-
wiajg dla kazdego osobnika uklad réwnai. Niewiadomymi w tym
ukladzie sg wartosci r czynnikéw wspélnych ka oraz warto-
dci p czynnikéw specyficznych. Latwo sprawdzié, ze w ukila-
dzie tym jest wigcej niewiadomych niz réwnai, uklad jest wigc
nieoznaczony. Jezeli zrezygnujemy z obliczenia wartoséci czyn-
nikéw specyficznych, to uklad staje si¢ ukladem nadoznaczonym.
Wynika stgd, ze nie potrafimy dla badanego osobnika obliczyé
jednoznacznie wartosci czynnikéw wspélnych, Jednym zZe sposobdéw
rozwigzania takiego zadania jest zastosowanie zasady minimum
sumy kwadratéw, Zgodnie z ta zasadg wyznaczmy wartosci czynni-
kéw tak, by na czynniki specyficzne przypadio mozliwie malo,
tzn, by wartosd p byla mozliwie mala dla kazdej

r dogl

i=1
osoby.
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Powyzszy postulat mozna przepisac¢ w postaci:

r 2
IT.4.2/ p Ckij - § : 1ik fkj )
k=1
Z = mininmum

i=1 2
i

v

Idea takiego sposobu estymacji wartosci czynnikow wspdélnych po-
chodzi od Bartletta /1937/. Przy pomocy standardowych metod ma-
tematycznych oblicza si¢, ze wartosci czynnikow,ktore minimizu-
Jg powyzsze wyrazenie wyznaczone Sg wzorem:

.

/1.1.3/ 1, = vty -t Lty

. /XJ - i/'

-~

gdzie SJ Jest wektorem kolumhowym oszacowanych wartosci ko-

lejnych czynnikéw a /gj <R/ Jest wektorem kolumnowym odchylen
indywidualnych wartosci kolejnych cech od wektora srednich,

W praktyce we wszystkich wzorach wystepujgcych w tym para-
grafie macierze L i V zastepuje si¢ ich estymatorami, Dla u-
proszczenia zapisu zrezygnowano z “daszkéw" oznaczajgcych esty-
matory.

Jezeli analiz¢ czynnikowg przeprowadzono na macierzy kore-
lacji, wtedy zamiast wektora /§J - X/ nalezy we wzorze /7.1.3/

podstawié¢ wektor wartosci unormowanych

*py = *p

\ sp
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Z powyzszego wzoru wynika bezposrednio, ze Srednia wartosé
estymowanych wartodéci czynnikéw réwna sig¢ zeru.Macierz warian-
¢ji i kowariancji estymowanych wartosci czynnikéw  oznaczmy
przez M. Jest ona okreslona wzorem

1

/1.1.4/ M=I_+/L viy ™t

Moze si¢ okazaé, ze estymowane wartodci czynnikéw sg sko-
relowane, chociaz z zalozenia czynniki nimi nie sg. Korelacja
ta jest wynikiem estymacji czynnikéw.

Jak wynika z /7.1.4/ wiasciwosci statystyczne wyznaczonych war-
toéci czynnikéw zalezs od wiasdciwosci macierzy ladunkéw wyste-
pujacej we wzorze. Podane wzory sg wzorami og61lnymi.Rozpatrzmy
przypadki szczegdélowe.

1. Macierze L i V wyznaczone metodg ML I.

Wzory przyjmujg wtedy postad:

1 = =
P 1o | A, g™y o log “ B4 4 ...
s arfrey vy Yy vy
1 x ., =-X
/7.1.5/ + _p1 . pPJ P
¥p ¥p
ool Bgs N .M T
2J 62. vi Vi 2 Vz
1 -x
+ -2 . 'p3” 7p
p Vp
Ty 3 T T . W= N Nk, Ty
N I vy V2 2
1pr . Xpy ~ %)
* v v J
P P
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W tym przypadku wartosci czynnikéw sg srednimi wazonymi warto-
éci cech unormowanych na srednig zero i wyrazonych w dysper-
sjach specyficznych przy czym wagi sg wprost proporcjonalne do
tadunkéw a odwrotnie proporcjonalne do dyspersji specyficznych.
Latwo sprawdzié, ze srednie wartosci czynnikéw sg réwne zeru.
Wariancje wartoséci czynnikdéw wynosza:

-

war rk' Kk-i' k = 1’ see r.

wartodci réznych czynnikéw sg nieskorelowane.

Jezeli do estymacji wartoéci czynnikéw uzyto macierzy 2a-
dunkéw L* po obrocie, to wartosci czynnikéw mogg staé si¢ sko-
relowane,

2. Macierze L 1 V wyznaczone metodg ML II

Dla metody tej v, = Ao' k=1, «.., I, oOraz

A1 - Ao o 08 0

. R eee O
kTt icr g

0 o sedppo-nalg

Po przeksztalceniu wzoru /7.1.3/ otrzymujemy nastepujace wzory

na wartosci czynnikéw wspélnych:
/7.1.6/

~

1 - -
rij = m[lii /x“ - x1/ + 121 /123 - 82/ +oeoot

tp1 €593 = ip/]
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/701.6/
i = %
23 T - Ao [112 . S A Sy - Pl

+ 15, /xpJ - ip/]

x...
1 -
frj = -7 [lir /‘13 - x1/ + 1, /xz;)

x2/ Feoot

+ oy /Xpy - xp/]
Poniewaz, jak wiemy, tadunki sg proporcjonalne do wektordéw wia-
snych macierzy kowariancji /lub korelacji/, wiec wartoéci czyn-
nikéw sg proporcjonalne do tzw, skiadowych gidéwnych.

W tym przypadku estymowane wartosci czynnikéw sgq nieskorelowa-
ne. Estymacja wartosci czynnikéw z macierzy ladunkéw po obro-
cie wprowadza znowu korelacje migdzy czynnikami.

7.2. Estymacja wartosel czynnikéw z warunkiem, by byly one
unormowane i nieskorelowane.

Mozna estymowaé wartodci indywidualne czynnikéw metodg
minimum kwadratéw zgdajgc dodatkowo, by érednie kwadratowe od-
chylenia byly réwne 1, a korelacje réwne zeru /Anderson, Rubin,
1956/. Wartosci czynnikéw wyznaczone sg wzorami:

i W 4

-~

L vt F
£J=H v /EJ-X/

Macierz H zdefinowana jest nastgepujgcymi warunkami:
a/ H jest macierzg symetryczng
v/vEHE=L vicviy
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7.3. Estymacja przy pomocy regresji

Idea takiego otrzymania wartosci czynnikéw pochodzi od
Thomsona /1950/. Rozpatrzmy Igczny rozkiad cech X,, 12, ee8nd
xp wraz z czynnikiami F;, F, ..., Fp.. Zalézmy, ze rozklad ten
jest /p+r/ wymiarowym rozkiadem normalnym.

Macierz kowariancji tych zmiennych mozna zapisaé jako macierz

[c L]

1

L I ’

gdzie C jest populacyjng macierza kowariancji cech xi, ese xp,

L macierza Yadunkéw, czylil macierzg kowariancji cech z czynni-
xami. Macierz kowariancji czynnikéw jest macierzg Jjednostkows,
bo z zalozenia czynniki sg nieskorelowane i unormowane.

Réwnanie regresji dla k-tego czynnika wspélnego u j-ego
osobnika jest postaci

| -
f = x -
k3,2 Bx., Za.0 X
gdzie §J jest wektorem vartoéci cech u tego osobnika,a X wek-
torem $rednich arytmetyeznych. Wektor wspélczynnikéw regresji ?—k

otrzymuje si¢ jako rozwigzanie réwnaid kanonicznych,ktére sg po-
staci
-1
ﬂk = C lk

Oznaczmy przez Ij r-wymiarowy wektor wartosci czynnikdéw

wspélnych u j-tego osobnika, a przez B macierz,ktérej kolumna-
mi sg wektory wspélczynnikéw regresji jg K

itedy réwnania regresji dla wszystkich czynnikéw mozna napisaé

w postaci zwartej nastgpujgco

| -
53 Ry T
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llacierz D okreslona jest wzorem

b= e | -

stad £f. = c X. - X

a £3 L /-J /
Podstawienie na wmiejsce C macierzy ! 4+ V, odpowiednie prze-
ksztalcenie i zastgpienie prawdziwych wartosci ich estymatorami
daje w koncu wynik

-~ il A’A-1A _1 a’ A—i i

/1.3.1/ 2= prossmn L/ LV /:_:J. - X/
Podobnie jak poprzednio, Srednie wartosgci czynnikéw sg réwne
zeru. Macierz kowariancji tak obliczonych wartosci czynnikéw jest
réwna

1 1

i bt 07 il o A L s tak Y o Al s A

7.4, Przykiad

Dla zilustrowania estymacji wartos$ci czynnikéw wspdlnych
wykorzystano dane A.Skibiﬁskie; /por. Skibiiska, Szczotka,1969/.

W tablicy 7 podano wartosci srednie i standardowe odchyle-
nia 20 cech charakteryzujgcych budowe ciata. Pomiary przeprowa-
dzono w grupie 117 mezczyzn. Analiza czynnikowa wyodrebnita 5
czynnikdéw wspélnych., Estymacje przeprowadzono metoda maksimum
wiarogodnosci na macierzy kowariancji cech. Otrzymane wartosci
tadunkéw poddano rotacji wediug zasQQy vazimax. W tablicy 8 po-
dano wartosci unormowane ladunkow Lig = lik/si po rotacji,

wzgledne zasoby zmiennosci wspdlnej ﬁi i wzgledne wariancje

A
specyficzne v?. Wartosci i?k sg wigc empirycznymi wspéiczynni-

kani korelacji czynnikoéw wspﬁlnych z cechami,W ostatnim wierszu

20 -
tablicy podano sumy kwadratdéw radunkéw > lfi dla k=1,... 5.
i=1
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Suiiy te stanowig wiare waznosci poszczegdlnych czynnikéw wspdl-
nych,

Pierwszy czynnik koreluje wysoko z diugoscia kodczyny dol-
nej i diugosciag przedramienia, dlatego nazwano go “diugoscia".
Drugi czynnik koreluje wysoko z grubos$cia faldy tiuszczowej na
brzuchu i faldy tiuszczowe) pod lopatka, czynnik ten nazwano
"otiuszczeniem tulowia", Trzeci czynnik koreluje wysoko z gru-
boscig tiuszczu na kohczynach /cechy numer 15, 16, 18 i 20/,
czynnik ten reprezentuje "otluszczenie kodczyn". Ostatnie dwa
czynniki wspdélne charakteryzuja tezyzne budowy ciala, "Tezyz-
na I" koreluje wysoko z obwodami przedramienia i podudzia,
grubos$cig mig¢sni ramienia i uda, szerokosdcig kosci ramienia,
szerokoscig }okcia oraz szerokoécig klatki piersiowej. Czynnik
ten okazal sie¢ czynnikiem o najwi¢kszym znaczeniu.Czynnik "te--
zyzna II" koreluje wysoko tylko z szerokoscig kostki,

Wartosci czynnikéw wspélnych estymowano metodg minimum
kwadratéw z dodatkowym zalozeniem, by estymowane wartosci czyn-
nikéw byly w badanej prdbce nieskorelowane i unormowane.

Wartosci te otrzymuje sie¢ ze wzoru /7.2.1/

t, =HLUVY/x - X =M/ x, -X/
= =) =

gdzie L jest macierza ladunkdéw /nieunormowanych/, V macierzg
przekgtniowg wariancji specyficznych /takze nieunormowanych/

macierz H zas macierzg symetryczng, speiniajaca warunek
' = L'vioviL

Transponowana macierz M=HI V’1 podana jest w tablicy 9.
Dla uproszczenia zapisu wszystkie wyrazy pomnozono przez 100.
Kolumny tej macierzy stanowig wspdiczynniki prazy x1J - ii we
wzorze na estymowang wartosé czynnika. Tak wiec wartosé pierw-
szego czynnika dla j-ej osoby oblicza si¢ ze wzoru

-

£,y = 0,01 { 0,25/x X, /+ 1,28/x,;-%,/ +'3,99/133-i3/ C

+0,23/x,9 4=Kyo/ + 0,02 /xy, =X, /).
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W tablicy 10 wypisano estymowane wartosci wszystkich 5 czynni-
kéw wspélnych dla dziesigciu wybranych oséb. Surowe wartosci
cech tych oséb podane sg w tablicy 11.

Pierwsze dwie osoby charakteryzujg sig¢ wysokg wartoscig
czynnika "diugoéé", ale réznig sie w pozostalych czynnikach o
mniej wigecej jedno standardowe odchylenie.Dwie dalsze osoby ma-
jg bardzo niskie wartosci czynnika "dlugosé". Osoba czwarta ma
wyjatkowo malg wartosé czynnika "otluszczenie koiezyn" /fa4= -3,19/.

Osoby 5 i 6 sg przecigetne pod wzgledem czynnika "dilugosé", réz-
nig si¢ one znacznie w czynniku "tegosé I" /f45= -1,79, £, =

= 1,21/, Osoba nr 6 ma bardzo niskg wartosé¢ czynnika "otluszcze-
nie tulowia" /126=-2,10/. Przeciwieistwem do niej pod wzgledem
tego czynnika jest osoba nr 9 /f29=2,75/. Osobami o skrajnych
wartosciach czynnika "tezyzna II" sg osoby nr 7 i 8 /1’47=-2,45,
f48=2,28/. Osoba nr 10 za$ ma‘ vysokg wartosé czynnika "otiusz-
czenie kernczyn" /f3'10=2,05/.

Wartodcl czynnikdéw wspdlnych odzwierciedlajg wielkosé war-
tosci unormowanych tych cech, ktére najsilniej z danym czynni-
kiem koreluja. Tak wigc np. osoba nr 4 o niskich wartodciach czyn-
nika "diugosé" /f14= -2,19/ i "otiuszczenie konczyn" /1’34=-3,19/
ma relatywnie mala dlugod$é kodczyny dolnej /731 mm/ diugosé przed-
ramienia /237 mm/ i wysokoéé siedzeniows /890 mm/oraz mala gru-
boséé tiuszczu na ramieniu /148 mm/, tluszczu na udzie /201 mm/,
cienks fatde tluszczowg na ramieniu /136 mm/ i malg gruboéé tiu-
szczowg na ramieniu /136 mm/ i malsg grubos$é tluszczu na kreta-
rzu /134 mm/. W podobny sposdéb mozna pordéwnaé wartosci czynni-
kéw z wzglednymi wartoéciami tych cech, ktdére z nimi koreluja.
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Tablica 7. Wartodci drednie /ii/ i standardowe odchylenia /si/
20 cech budowy ciala /w mm/

Xy )

1. Wysokos$é siedzeniowa 924,8 32,42
2. Dlugosé konczyny dolnej 823,0 43,33
3. Diugoséé przedramienia 253,3 11,67
4. Szerokoéé plecdw 402,6 16,26
5. Szerokosé klatki piersiowej 291,8 14,40
6. Szerokosé miednicy 281,4 15,18
7. Szerokosé Xokcia 69,6 3,19
8. Szerokosé kostki 76,5 3,46
9. Szerokosé kosci ramiennej /rtg/ 2. 2 1,41
10. Szerokoséé kosci uda /rtg/ 30,4 2,08
11. Obwdéd przedramienia 268,8 14,00
12, Obwéd podudzia 361,9 18.54
13. Grubosé mieéni ramienia /rtg/ 607,8 52, 22
14. Gruboéé mieéni uda /rtg/ 1334,8 82,46
15. Tiuszcz na ramieniu /rtg/ 28001 == 42,34
16. Tiuszcz na udzie /rtg/ 303,9 31,71

17. Grubosé faldy tiluszczowe]
na brzuchu 169,1 12,24

18. Grubosé faldy tiluszczowej
na ramieniu 161,2 12,905

19. Grubosé faltdy tluszczowej
pod lopatksg 177,2 8,98

20. Tluszcz na kretarzu /rtg/ 178,1 15,69
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Tablica 9. Transponowana macierz M wspéiczynnikéw we wzorze
na wartosdci czynnikéw wspélnych.
/Wszystkie wspdéiczynniki pomnozone zostaly przez

100/
Nr
cechy
s 0,25 0,12 0,07 -0, 02 0,37
2. 1,28 0,07 0,04 -0,12 -0,37
N 3,99 -0,43 0,41 0,05 -0,85
4. 1 0,66 0,38 ~0,27 0,24 -0,17
5. 0,15 -0,56 0,32 0,44 -0,18
6. 0,16 -0,05 0,03 -0,02 0,54
s 0,59 -1,95 0,24 1,15 3,04
8. -4,81 1,70 -3,22 -1,85 2,92
9. 0,17 0,22 -0,51 0, 27 0,23
10. 0,14 0,46 ~0,50 0,03 0,30
i1 5 0,43 -1,56 0,02 5,47 -3,00
12. -0,01 -0, 28 0, 25 0,58 0,15
13. 0,00 0,00  -0,10 0,17 -0,18
14. 0, 00 0,00 0,01 0,07 =0,04
15. 0,03 0,10 0,45 0,01 -0,09
16. 0,03 -0,71 1,79 0,08 -0,18
17. -0,18 3,38 -0,34 -0423% _ 0,79
18. 0,14 0,22 1,10 0,01 -0,28
19. 0,23 8,03 -2,38 0,18 -0,48

20. 0,02 -0, 09 2,18 -0,20 0,20
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Osoby

10

Tablica 10.

Diugosé

-0.11
-0.90
0.25
0.81

0.48

dla 10 wybranych oséb

Otluszcz.
tulowia

Wartosci czynnikdéw wspélnych

Otiuszcz. Tegosé I Tegosé II

koiczyn

>

33
-0,14
-2,01
-0,72
-3.19
-0.20
0.63
-1.11
1.74
-0.65

2.05

>

4j
0,73
-0.25
1,01
-0.15

-1.79

>

5
0,17
-1,06

-1,.61
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8. Poréwnanie analiz czynnikowych

8.1. Analiza czynnikéw w podpopulacji.

Wezmy pod uwage populacje, w ktérej kazdy osobnik scharak-
teryzowany jest p cechami, np. populacje¢ chiopcéw 16-letnich,
ktérych poddano pewnej ilosci préb sprawnosci fizycznej.Oznacz-
ny Srednie wartosci cech przez ,11, PURCETINY SOR macierz
wspolczynnikéw korelacji przez R = [rijf . Przypuéémy, ze ogra-
niczamy nasze badania do czesci populacji. Jezeli taka cz¢sScig
populacji jest prébka wybrana losowo, to jej sSrednie, kowarian-
cje 1 korelacje z duzym prawdopodobiernstwem bedg sie réznity
niewiele od tychze wielkosci w populacji. Inaczej moze byé wte-
dy, gdy podpopulacja bedzie wybrana wedlug jakiejs wtasciwosdci
zwigzanej z badanym zespolem cech. Taka podpopulacje bedziemy na-
zywaé podpopulacja wyselekcjonowansg. Wyselekcjonowang podpopu-
lacjg bedg np. chiopcy 16-letni uprawiajacy lekka atletyke. Pa-
rametry statystyczne w podpopulacji moggq zasadniczo réznié sie
od parametréw calej populacji. Mogsg wystgpié roéznice nie tylko
w wartosciach érednich badanych cech, ale takze w dyspersjach,
kowariancjach i korelacjach. Interpretacja tych réznic, a wige
szczegdlowe wyjasnienie mechanizmu selekcji nastrecza w takich
sytuacjach wiele trudnosci. Cz¢sto pomocne tu byé moze badanie
wiadciwodci czynnikéw wyodrebnionych w catej populacji.

Opiszmy populacje¢ zgodnie z ogélnym modelem przy pomocy T
nieskorelowanych czynnikéw wspélnych. Przypuéémy,ze z populacji
wybrano podpopulacje¢. Zespél rozpatrywanych cech w podpopulacji
oznaczmy przez Yi' Yz, eses Yp, ich éred:ie przez q'l, nz,
ceny Tlp a macierz kowariancji przez C™,

Poniewaz kazdy osobnik podpopulacji jest réwnoczesnie o-
sobnikiem populacji ogélnej i scharakteryzowany tymi samymi ce-
chami, mozemy napisaé, ze

Y1= 111 F1 A+ 112 Fz + ...+11r Fr + vy U1
Y2= 121 F1 E 122 Fz + ...+12r Fr + Vv, U2

L I I I I R
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Y =1 dp + 1p2 F2 *inam+ lpr Pr + Vp Up

luk w postaci macierzowe] Y=LF +VU

Dalsze zalozenia o unormowaniu i nieskorelowaniu czynnikéw od-
noszg sig¢ do calej populacji i mogg by¢é niespeinione w podpo-
pulacji. Zaldzny jednak, ze ewentualna selekcja nie dotyczyila
czynnikéw specyficznych i Ze sg one w podpopulacji nadal unor-
mowane i nieskorelowane z sobg i 2z czynnikami wspélnymi.

Oznaczmy przez @, @or eees @p srednie wartosci
czynnikéw wspélnych w podpopulacji, a przez /ﬁil/ wektor ko-
lumnowy tych srednich. Zachodzi wtedy zwigzek.

E* Y = 1Y,
gdzie symbol E*® oznacza warto§é oczekiwang w podpopulacji. Je-

zeli przez 1 oznaczyé wektor érednich wartosci cech Yy ooy ¥
to otrzymujemy rdéwnosé

pl

y - e
a stagd mozna obliczyé $érednie wartodci czynnikéw wspélnych w
podpopulacji:

78117
1
¢ = nwtily
Oznaczmy przez M macierz kowariancji czynnikéw w podpopu-

lacji. Wtedy migdzy macierzg kowariancji c* cech w podpopula-
¢ji a macierzg ladunkdw, macierzg wariancji specyficznych i
macierzg kowariancji czynnikéw w podpopulacji zachodzi nasteg-
pujgcy zwigzek:

c*=LML+V

Stad przez przeksztalcenia algebraiczne otrzymujemy macierz ko-
wariancji czynnikéw w podpopulacji:

/8.1.2/ i A ™t /6" celyy oh o aF T
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Z powyzszych wzoréw wynika, ze jezeli znamy macierz tadunkdw i
macierz czynnikéw specyficznych w catej populacji,to mozna ob-
liczyé $rednie wartosci, wariancje i kowariancje czynnikéw w
podpopulacji.

Przytoczone wzory daja moznosé obliczenia i zinterpreto-
wania efektdw selekcji w kategoriach czynnikéw.

8.2. Poréwnanie analiz czynnikowych dwéch lub wiecej populacji.

Przypusémy, ze w prébkach pochodzgcych z dwu réznych po-
pulacji pomierzono te same cechy, Obie prébki opracowano tymi
samymi metodami analizy czynnikowej. Powstaje pytanie w jakim
stopniu wyniki obu analiz sg pordéwnywalne.

Przystgpujgc do analizy czynnikowe) robi sieg z powodu bra-
ku innej informacji zalozenia, ktdre sa jednak konieczne dla
rozwigzania zadania: zakladamy wigc, ze w obu populacjach Sred-
nie czynnikdéw sg réwne zeru, ich standardowe odchylenia rdéwne
Jeden oraz, ze czynniki sg nieskorelowane. Estymowang macierz
tadunkéw poddaje sig¢ rotacji wedlug zasady odnoszgcej sig¢ do
samej macierzy }adunkow. Widzimy wiec, ze wykonujge niezalez-
nie analizy czynnikowe, a priori zrdéwnujemy w pewien sposdb
wyniki w jednej i drugiej populacji. Byé moze, ze eliminujemy
w ten sposéb wlasnie te rdéznice, ktére moglyby byé ciekawe.Po-
rownywanie wynikéw analiz czynnikowych dwu lub wigcej grup na-
strgcza wiec zasadnicze trudnosci,
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